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Resumo
Neste trabalho estudamos uma família de relações de equivalência deﬁnidas nos vértices de
um dígrafo, as chamadas relações de alcance. Primeiramente, apresentamos diversas proprieda-
des gerais das relações em questão e, então estudamos tais relações em conexão com propriedades
de grupos de automorﬁsmos de dígrafos transitivos. Em particular, o principal resultado apre-
sentado mostra que se um dígrafo transitivo D admite um subgrupo nilpotente H do grupo de
automorﬁsmo Aut(D) de D, agindo com uma quantidade ﬁnita de órbitas sobre D, então a classe
de nilpotência de H e o número de órbitas estão intimamente relacionadas com determinadas
propriedades das relações de alcance.
Além disso, estudamos como as propriedades das relações de alcance estão relacionadas com
outras propriedades do dígrafo, tais como `ter a propriedade Z' e condições de crescimento.
Palavras-Chave: Dígrafos transitivos; Relações de alcance; Propriedade Z;
Grupos Nilpotentes.
Abstract
In this work we study a family of equivalence relations deﬁned in the vertices of a digraph,
the called reachability relations. First, we present several general properties of the relations in
question and then we study such relations in connection with properties of automorphism groups
of transitive digraphs. In particular, the main result shows that if a transitive digraph D admits
a nilpotent subgroup H of the automorphism group Aut(D) of D acting with ﬁnitely many orbits
on D, then the nilpotent class of H and the number of orbits are closely related to determined
properties of the reachability relations.
Futhermore, we study how properties of the reachability relation are related with others
properties of digraphs, such as `having propety Z' and growth conditions.
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Introdução
Um dígrafo D é um par (V D,ED), onde V D é um conjunto não vazio e ED ⊆ V D × V D
é um conjunto de pares ordenados de elementos de V D. Os elementos de V D são denominados
vértices e os elementos de ED de arestas. Um passeio W = (v0, 1, v1, 2, . . . , n, vn) de v0 até
vn é uma sequência de n + 1 vértices (não necessariamente pares distintos) v0, v1, . . ., vn e n
indicadores 1, . . . , n ∈ {−1, 1}, tal que para todo j ∈ {1, 2, . . . , n} temos:
j = 1⇒ (vj−1, vj) ∈ EW
j = −1⇒ (vj , vj−1) ∈ EW
Um passeio é dito alternado se os indicadores i alternam.
Em [5] foi introduzida a noção de relação de alcance deﬁnida no conjunto de arestas de um
dígrafo, denotada por A. Dizemos que uma aresta e′ é alcançada por uma aresta e, se existe um
passeio alternado cuja a primeira aresta é e e a última aresta é e′.
Em [5] os autores tentaram classiﬁcar dígrafos altamente transitivos usando propriedades
da relação A, com isto foram proposto um número interessante de problemas. Alguns destes
problemas foram estudados, em [10] por Malnicˇ, Marusˇicˇ, Seifter e Zgrablicˇ e como fruto deste
estudo surgiu o interesse de estudar uma família de relações de alcance agora sendo deﬁnida nos
vértices de um dígrafo. Assim, juntamente com Sˇparl, deﬁniram em [11] relações de alcance nos
vértices.
Uma deﬁnição informal (para uma deﬁnição precisa veja seção 3) é a seguinte. Primeiro, o
peso de um passeio W é deﬁnido como a diferença entre o número de arestas percorridas no
mesmo sentido de W , e o número de arestas percorridas no sentido contrário a W . Seja k ≥ 1
um inteiro. Então um vértice u está R+k relacionado com um vértice v, se existe um passeio W
de peso 0 de u a v tal que todo subpasseio de W com vértice inicial u tem peso variando no
intervalo [0, k]. De forma similar, dizemos que um vértice u está R−k relacionado com um vértice
v, se existe um passeio W de peso 0 ligando u a v tal que todo subpasseio de W com vértice
inicial u tem peso no intervalo [−k, 0]. Observe que R+k e R−k são relações de equivalências se




para algum k então deﬁnimos o expoente exp+(D) de um dígrafo D, como o menor inteiro tal
que R+k = R
+
k+1. Agora se R
+
k 6= R+k+1, para todo inteiro k, então exp+(D) =∞. Similarmente
deﬁnimos o expoente exp−(D).
Também em [5] foi proposto o seguinte problema:
Problema 1. Existe um dígrafo conexo, altamente arco transitivo e localmente ﬁnito tal que
a relação de alcance nas arestas é universal?
Este problema ﬁcou um bom tempo em aberto, sendo ﬁnalmente solucionado em [6]. Veja
que o Problema 1 também é solucionado, usando relações de alcance nos vértices, se supormos
apenas que o dígrafo é conexo e tem um laço em cada vértice, ou se o dígrafo é conexo, tendo um
ciclo direcionado de comprimento 2 em cada vértice e contém um passeio fechado de comprimento
ímpar (veja Proposição 3.6).
Temos também que propriedades de R+k e R
−
k estão intimamente relacionadas com proprie-
dade de dígrafos, tal como condição para um dígrafo ter crescimento exponencial como pode ser
visto no teorema a seguir.
Teorema 3.21. Seja D um dígrafo conexo, transitivo e localmente ﬁnito. Se pelo menos um
dos expoentes exp+(D) e exp−(D) é inﬁnito então D tem crescimento exponencial.
Com isto temos que um grupo ﬁnitamente gerado tem crescimento exponencial se para um
dos dígrafos de Cayley D de G, pelo menos um dos expoentes exp+(D) e exp−(D) é inﬁnito.
Dessa forma, se G não tem crescimento exponencial, ambos os expoentes exp+(D) e exp−(D)
são ﬁnitos. Neste caso, surge a seguinte pergunta:
Pergunta. O que pode ser dito sobre propriedades das relações de alcance em dígrafos de
Cayley de um grupo ﬁnitamente gerado com crescimento polinomial?
Por um resultado de Gromov, em [8], temos que um grupo ﬁnitamente gerado tem cresci-
mento polinomial se, e somente se, ele contém um subgrupo normal nilpotente com índice ﬁnito.
Assim, a resposta para a pergunta acima é dada pelo seguinte resultado:
Teorema 4.15. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um dígrafo conexo D e seja
N E G normal nilpotente de classe r agindo com m órbitas sobre D, onde 1 ≤ m < ∞. Então
exp+(D) = exp−(D) ≤ m(r + 1)− 1.
Temos também que propriedades de R+k e R
−
k estão intimamente relacionadas com proprie-
dades de dígrafos, tal como condição para ter propriedade Z (veja Proposições 3.20 e 3.19). Um
dígrafo D tem propriedade Z se existe um homomorﬁsmo sobrejetor φ : D → Z, onde Z é o
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dígrafo que tem como conjunto de vértices Z e conjunto de arestas {(i, i+ 1)| i ∈ Z}.
Diante disso, concluímos que o presente trabalho tem como objetivo principal estudar as
relações de alcance deﬁnidas nos vértices de um dígrafo, tais como suas propriedades e suas
conexões com propriedades de grupo de automorﬁsmo de dígrafos transitivos e propriedade Z.
Tal estudo será realizado através de resultados demonstrados em [11] e [13] e está dividido em
quatro capítulos. No capítulo 1 relembraremos alguns conceitos básicos da teoria de grupos uti-
lizados neste trabalho. No capítulo 2 daremos algumas deﬁnições básicas da teoria de dígrafos.
No capítulo 3 estudaremos propriedades de R+k e R
−
k e suas conexões com propriedades de dí-
grafos tais como propriedade Z e crescimento exponencial, na qual também será apresentado o
Teorema 3.21 exibido acima. No capítulo 4 estudaremos propriedades de dígrafos de Cayley de
grupos ﬁnitamente gerados com crescimento polinomial obtidas através das relações de alcance,
em particular apresentamos o Teorema 4.15 exibido anteriormente, que é o principal resultado
deste trabalho. Finalizaremos este capítulo com uma conjectura, a qual se for verdadeira fornece
uma resposta positiva para o seguinte problema proposto por Grigorchuck:




Neste capítulo faremos uma breve revisão de algumas deﬁnições e resultados da teoria de
grupos, que serão usados ao longo do trabalho. Alguns resultados apresentados aqui já fazem
parte de qualquer curso básico de grupos, sendo assim algumas demonstrações serão omitidas.
Para um maior aprofundamento no assunto, indicamos [9], [7] e [17].
Seja G um grupo e seja Ω um conjunto não vazio. Suponha que para cada g ∈ G e ω ∈ Ω
deﬁnimos um elemento gω ∈ Ω. Dizemos que isto deﬁne uma ação de G sobre Ω (ou G age sobre
Ω ou que Ω é um G-espaço), se valem as seguintes condições:
i) 1ω = ω, para todo ω ∈ Ω, onde 1 denota a identidade de G.
ii) g(hω) = ghω, para todo ω ∈ Ω e todo g, h ∈ G.
Exemplo 1.1. O grupo simétrico G = Sym(Ω) (é o conjunto de todas as bijeções de Ω em Ω
munido da operação composição ◦ ) tem uma ação natural sobre Ω, pois cada elemento de G é
uma permutação de Ω, ou seja, o elemento gω := g(ω) é a imagem por g de ω. Assim
i) eω = e(ω) = ω, onde e é a identidade de Sym(Ω).
ii) g(hω) = g(h(ω)) = g(h(ω)) = g ◦ h(ω) = ghω.
Exemplo 1.2. Considere Ω = G e para cada x ∈ G deﬁna um elemento gx := gx, onde g ∈ G.
Então temos que
i) 1x = x, onde 1 é a identidade de G.
ii) ghx = (gh)x = g(hx) = g(hx) = g(hx), para todo g, h ∈ G.
Logo, G age sobre Ω. Tal ação é dita uma ação por multiplicação à esquerda (ou que G age por
multiplicação à esquerda).
2Sejam G um grupo, Ω um G-espaço e ω ∈ Ω. Deﬁnimos a órbita de ω, como o conjunto
Gω := { gω|g ∈ G}.
E o estabilizador de ω em G, é o conjunto
Gw := {g ∈ G| gω = ω}.
É fácil veriﬁcar que Gω é subgrupo de G.
Dizemos que a ação de G sobre Ω é transitiva (ou que Ω é um G-espaço transitivo) se para
todo x, y ∈ Ω existe g ∈ G tal que gx = y, ou equivalentemente, se G age com uma única órbita
sobre Ω. Se além disso, tal elemento é único, então a ação é dita regular (ou G age regularmente
sobre Ω). Logo, a ação é regular se é transitiva e Gx = {1} para todo x ∈ Ω.
A demonstração do teorema abaixo pode ser encontrado em [[7], Teorema 1.4A].
Teorema 1.3. Suponha que G age sobre um conjunto Ω e que x, y ∈ Ω e g ∈ G. Então
i) Duas órbitas Gx e Gy são iguais (como conjuntos) ou são disjuntas, logo o conjunto de
todas as órbitas é uma partição de Ω.
ii) O estabilizador Gx = gGyg−1 sempre que x = gy, para todo x, y ∈ Ω e g ∈ G.
iii) |Gx| = |G : Gx|, onde x é um elemento qualquer de Ω. Em particular, se G age regularmente
sobre Ω então |G| = |Ω|.
Observação 1.4. Se G ≤ Aut(Ω) (conjunto de todos automorﬁsmo de Ω em Ω munido da
operação composição de funções) é um grupo abeliano agindo transitivamente sobre Ω então G
age regularmente sobre Ω. De fato, como G age transitivamente, então resta provarmos que o
estabilizador Gx = {1}, para todo x ∈ Ω. Como G é abeliano, temos pelo Teorema 1.3 que os
estabilizadores elementos de Ω coincidem. Deste modo se g ∈ G ﬁxa algum elemento de Ω, então
g ﬁxa todos elementos de Ω. Como o único automorﬁsmo que ﬁxa todos os elementos de Ω é a
identidade, segue que Gx = {1}, para todo x ∈ Ω.
Como Ω é um G-espaço, para cada g ∈ G, deﬁna uma aplicação
ρg : Ω → Ω
ω → gω.
Note que tal aplicação deﬁne uma ação de G sobre Ω. Agora, provaremos que a aplicação acima
é uma bijeção, mostrando que cada ρg tem um inverso, onde g ∈ G. Sejam g, h ∈ G e ω ∈ Ω,
então
(ρg ◦ ρh)(ω) = ρg(ρh(ω)) = ρg(h(ω)) = g(h(ω)) = ghω.
3A última igualdade é obtida do item (ii) da deﬁnição de ação. Assim, (ρg ◦ ρh) = ρgh. Em
particular para h = g−1 temos:
ρg ◦ ρg−1 = ρgg−1 = ρe = ρg−1g = ρg−1 ◦ ρg.
E isto implica que (ρg)−1 = ρg−1 , como queríamos. Portanto, ρg ∈ Sym(Ω). Segue que temos
uma aplicação
ρ : G → Sym(Ω)
g → ρ(g) := ρg
Além disso, ρ é um homomorﬁsmo. De fato, sejam g, h ∈ G, então
ρ(gh) = ρgh = ρgρh = ρ(g)ρ(h).
Denotaremos por id o elemento identidade de Sym(Ω). O núcleo de ρ, dado por
ker ρ = {g ∈ G|ρg = id} = {g ∈ G|ρg(ω) = id,∀ ω ∈ Ω} = {g ∈ G| gω = ω,∀ ω ∈ Ω},
é um subgrupo normal de G e pelo 1◦ Teorema do isomorﬁsmo de grupos:
G
ker ρ
∼= Imρ ≤ Sym(Ω)
onde Imρ denota a imagem de ρ. Dizemos que ρ(G) = Imρ é o grupo de permutação induzido
por G em Ω. Em particular, se ker ρ = {1}, dizemos que a ação de G sobre Ω é ﬁel, ou que G
age ﬁelmente. E neste caso, podemos pensar em G como um grupo de permutação em Ω. Caso
contrário, G é um grupo de permutação módulo ker ρ. E temos também que Gker ρ age ﬁelmente
sobre Ω.
Assuma agora que o conjunto Ω é um G-espaço transitivo. Seja ≈ uma relação de equivalência
sobre Ω. Se ≈ é invariante pela ação de G, ou seja,
x ≈ y ⇔ gx ≈ gy
para todo x, y ∈ Ω e g ∈ G, dizemos que ≈ é uma G-congruência sobre Ω. Uma G-congruência é
dita não trivial se existe uma classe de equivalência com mais de um elemento, e é dita própria
se existe mais do que uma classe de equivalência.
Exemplo 1.5. Para G := GL(2,R) agindo sobre R2 \ {(0, 0)}, a relação
v1 ≈ v2 se, e somente se, v1 e v2 são linearmente dependentes
4é uma G-congruência. Se identiﬁcarmos R2 com o plano, então as ≈-classes são retas passando
pela a origem mas não contendo a origem.
A relação entre subgrupo normal de um grupo transitivo G e uma G-congruência é dada pelo
seguinte teorema.
Teorema 1.6. Seja Ω um G-espaço transitivo e seja H um subgrupo normal de G. Então as
órbitas de H são as classes de uma G-congruência sobre Ω.
Demonstração. Sejam x, y ∈ Ω. Deﬁna a seguinte relação
x ≈ y ⇔ existe algum h ∈ H tal que hx = y.
Note que ≈ é uma relação de equivalência e as classes de equivalências são as órbitas de H.
Suponha que x ≈ y, logo existe h ∈ H tal que hx = y. Queremos mostrar que gx ≈ gy ,
g ∈ G. Veja que, gy = ghx. Como H E G então existe algum h′ ∈ H tal que gh = h′g. Assim,
gy = ghx = h
′gx, o que implica em gx ≈ gy, pois h′ ∈ H.
Agora, se gx ≈ gy então gy = hgx, para algum h ∈ H, logo y = g−1hgx e, portanto x ≈ y,
pois g−1hg ∈ H.
Deﬁnição 1.7. Seja Ω um G-espaço transitivo. Se não existem G-congruências próprias e não-
triviais então dizemos que Ω é um G-espaço primitivo ou que G age primitivamente sobre Ω.
Caso contrário, dizemos que G age imprimitivamente sobre Ω.
A deﬁnição acima implica que se ≈ é uma G-congruência sobre um G-espaço primitivo, então
≈ é trivial (todas as classes tem somente um elemento) ou universal (existe somente uma classe,
todo Ω).
Deﬁnição 1.8. Um subconjunto não vazio ∆ ⊆ Ω é um bloco se para todo g ∈ G, ou ∆∩ g∆ = ∅
ou ∆ = g∆. Dizemos que um bloco é não trivial se |∆| > 1, e próprio se ∆ 6= Ω.
Exemplo 1.9. Se G age transitivamente sobre Ω e se ∆ e Γ são blocos de G contendo um ponto
em comum então ∆ ∩ Γ é também um bloco de G.
5Deﬁnição 1.10. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre Ω. Seja ∆ um bloco. O sistema
de blocos contendo ∆, é o conjunto deﬁnido por
Σ := {x∆ | x ∈ G}.
Um sistema de blocos Σ é dito sistema de imprimitividade se Σ é formado por blocos não
triviais. Observe que um sistema de blocos Σ é uma partição de Ω e cada elemento de Σ é um
bloco.
Deﬁnição 1.11. Seja ∆ um bloco. O estabilizador de ∆ é o conjunto de elementos de G que
deixa ∆ invariante, isto é,
G{∆} := {g ∈ G | g∆ = ∆}.
Note que G{∆} é um subgrupo de G.
Lema 1.12. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um conjunto Ω e seja ∆ um bloco
para G. Então G{∆} age transitivamente sobre ∆.
Demonstração. Sejam x, y ∈ ∆. Pela transitividade de G existe g ∈ G tal que y = gx. Assim,
y ∈ ∆ e y = gx ∈ g∆, isto é, ∆ ∩ g∆, de onde concluímos que ∆ = g∆, pois ∆ é um bloco.
Portanto g ∈ G{∆}.
Para ﬁnalizar este capítulo daremos agora algumas deﬁnições básicas de grupos abstratos.
Sejam G um grupo e X um subconjunto não vazio de G. Denotamos por 〈X〉 o subgrupo de
G gerado por X. Se X é ﬁnito e gera G, G = 〈X〉, então dizemos que G é ﬁnitamente gerado.
Uma palavra sobre X, de comprimento n, é um elemento ω ∈ G da forma
ω = xe11 x
e2
2 . . . x
en
n ,
onde xi ∈ X, ei ∈ {−1, 1} e n ≥ 1.
Sejam x, y ∈ G. O comutador de x e y é deﬁnido como [x, y] = x−1y−1xy. Sejam H,K
subgrupos de G, deﬁnimos o comutador de H e K como sendo o subgrupo
[H,K] := 〈[h, k]|h ∈ H e k ∈ K〉.
6Além disso, se H = K = G, então G′ = [G,G] é dito subgrupo derivado de G.
Deﬁnição 1.13. A série central inferior de um grupo G é deﬁnida por:
γ1(G) := G
γ2(G) := [γ1(G), G]
...
γr(G) := [γr−1(G), G]
onde r ≥ 1.
Dizemos que G é nilpotente de classe r, se r é o menor número natural tal que γr+1(G) = 1.
A demonstração do próximo teorema pode ser encontrada em ([17], Teorema 5.36)
Teorema 1.14. Se G é nilpotente de classe r e H E G então G/H é nilpotente de classe menor




Neste capítulo, inicialmente relembraremos algumas deﬁnições e resultados básicos da teoria
dos dígrafos. Um destes mostra que em um dígrafo inﬁnito transitivo e conexo sempre existe um
passeio direcionado de comprimento arbitrariamente grande iniciando em qualquer vértice. Na
Seção 2.2 deﬁniremos propriedade Z e provaremos que um dígrafoD inﬁnito, conexo, e transitivo,
tem propriedade Z se, e somente se, todo ciclo de D é balanceado (veja Lema 2.4). Na Seção
2.3 estudaremos dígrafos de Cayley, em particular, apresentaremos um lema que nos dá uma
condição necessária e suﬁciente para um dígrafo ser um dígrafo de Cayley. Finalizaremos este
capítulo com uma seção sobre crescimento de dígrafos.
2.1 Deﬁnições
Um dígrafo D é um par ordenado (V D,ED), onde V D é um conjunto não vazio e
ED ⊆ V D × V D, conjunto de pares ordenados de V D. Os elementos de V D são chamados
de vértices e os elementos de ED de arestas do dígrafo D. Note que um dígrafo pode conter la-
ços (v, v), bem como pares de arestas opostas (u, v) e (v, u). Enfatizamos que com esta deﬁnição
os dígrafos considerados neste trabalho são sempre simples, no sentido que entre dois vértices
existe no máximo uma aresta em cada direção. Dizemos que D′ = (V D′, ED′) é um subdígrafo
de D se V D′ ⊆ V D e ED′ ⊆ ED.
Dado um dígrafo D, dizemos que D é ﬁnito se o conjunto V D é ﬁnito, caso contrário, dizemos
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que D é inﬁnito.
Exemplo 2.1. A Figura 2.1 apresenta um dígrafo ﬁnito com conjunto de vértices
V D = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
e conjunto de arestas
ED = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), (6, 7), (7, 1)}.
Figura 2.1: exemplo de dígrafo
Exemplo 2.2. O dígrafo D da Figura 2.2 é inﬁnito, tem como conjunto de vértices o conjunto
dos números inteiros Z e conjunto de arestas ED = { (i, i+1) | i ∈ Z }. O dígrafo D é conhecido
como dígrafo Z ou dígrafo inteiro.
Figura 2.2: dígrafo Z
Dado um dígrafo D, o grafo correspondente de D é a estrutura obtida de D desconsiderando
as orientações das arestas. Dizemos que dois vértices são adjacentes se eles são ligados por uma
aresta. Dado um vértice v ∈ V D, os vizinhos de v são todos os vértices adjacentes a v.
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Um passeioW = (v0, 1, v1, . . . , n, vn) de v0 a vn, de comprimento |W | = n, é uma sequência
de n+ 1 vértices (não necessariamente distintos) v0, v1, . . . , vn e de n indicadores 1, 2, . . . , n ∈
{1,−1} tal que para todo j ∈ {1, 2, . . . , n} temos:
j = 1⇒ (vj−1, vj) ∈ EW
j = −1⇒ (vj , vj−1) ∈ EW.
Intuitivamente, um passeio é um percurso no dígrafo de vértice em vértice ao longo das
arestas, onde os indicadores 1 e −1 informam quando o percurso respeita, ou não, o sentido da
aresta, respectivamente.
Dizemos que v0 é o vértice inicial de W e vn é vértice ﬁnal de W . Em particular, W é um
passeio fechado se v0 = vn.
Um passeio é direcionado se todos os indicadores deW são iguais à 1 (ou -1), e ele é alternado
se os valores dos indicadores alternam. Dado um passeio W = (v0, 1, v1, . . . , n, vn), o passeio
inverso de W é W−1 = (vn,−n, vn−1, . . . ,−1, v0). Para 0 ≤ i ≤ j ≤ n, a subsequência
iWj = (vi, i+1, vi+1, . . . , j , vj)
é dita um subpasseio de W . Além disso, se
W ′ = (u0, δ1, u1, . . . , δm, um)
é um passeio tal que u0 = vn, então a concatenação de W e W ′ é o passeio
W.W ′ = (v0, 1, v1, . . . , n, u0, δ1, u1, . . . , δm, um)
de comprimento n+m. Temos também que o peso de W , denotado por F (W ), é
F (W ) = 1 + 2 + · · ·+ n,
isto é, a soma dos seus indicadores. Se F (W ) = 0 então dizemos que W é balanceado.
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Um caminho é um passeio W cujos vértices são dois a dois distintos. Dizemos que o dígrafo
D é conexo se para todo par de vértices u, v ∈ V D existe um caminho ligando u a v. Caso
contrário, dizemos que D é desconexo. Um ciclo C é um caminho cujos extremos coincidem. Se
D é conexo e não contém ciclos, então dizemos que D é uma árvore.
Seja D um dígrafo. Dado v ∈ V D e j ∈ N. Deﬁnimos D+j (v) como sendo o conjunto de
vértices ﬁnais de todos passeios direcionados de comprimento j com vértice inicial v e D−j (v)
denota o conjunto dos vértices iniciais de todos os passeios direcionados de comprimento j com










O grau de saída d+(v) de v é a cardinalidade do conjunto D+1 (v). E o grau de entrada d
−(v) de
v é a cardinalidade de D−1 (v). Se os graus de saída (respectivamente de entrada) são os mesmos
para todo vértice de D, escreveremos apenas d+D (respectivamente d
−
D). O subíndice D é omitido
se D está claro no contexto. Um dígrafo é dito regular se d+(v) = d+(v′) e d−(v) = d−(v′), para
todo v, v′ ∈ V D.
Um dígrafo D é localmente ﬁnito se ambos d+(v) e d−(v) são ﬁnitos para todo v ∈ V D. Caso
contrário diremos que D é localmente inﬁnito.
Antes de ﬁnalizarmos esta seção, deﬁniremos automorﬁsmo de dígrafos e, consequentemente,
a deﬁnição de dígrafo transitivo.
Sejam D e D′ dígrafos. Um homomorﬁsmo de dígrafos φ : D → D′ é uma aplicação
φ : V D → V D′ que preserva aresta, isto é,
(u, v) ∈ ED ⇒ (φ(u), φ(v)) ∈ ED′.
Se φ é sobrejetora então φ é um epimorﬁsmo. Se φ é bijetor e a função inversa preserva aresta,
então φ é um isomorﬁsmo e dizemos que D e D′ são isomorfos. E, se φ é um isomorﬁsmo e
D = D′, então φ é um automorﬁsmo de dígrafos.
O conjunto de todos os automorﬁsmos de um dígrafo é um grupo com a operação de composi-
ção de funções e tal grupo é denotado por Aut(D). Se existe G ≤ Aut(D) agindo transitivamente
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sobre V D, dizemos que o dígrafo D é transitivo. Observe que a ação de G sobre V D induz uma
ação natural sobre ED dada por:
g(u, v) := (gu, gv),
para todo (u, v) ∈ ED e g ∈ G.
Lema 2.3. Seja D um dígrafo inﬁnito, conexo e transitivo. Então existem em D caminhos
direcionados de comprimento arbitrariamente grande .
Demonstração. Se D é localmente ﬁnito, a existência de caminhos direcionados de comprimento
arbitrariamente grande é garantida pelo resultado de Troﬁmov em [19].
Se D é localmente inﬁnito, então pelo menos d+ ou d− é inﬁnito. Suponha que d+ é inﬁnito
e seja v1 ∈ V D. Da suposição e de D conexo, existe v2 ∈ V D tal que (v1, v2) ∈ ED. Escolha
agora um v3 ∈ V D tal que (v2, v3) ∈ ED, onde v1 6= v2 6= v3 (v3 existe pois d+ é inﬁnito, isto
é, podemos sempre escolher vértices distintos). Repetindo este processo quantas vezes forem
necessárias, obtemos o caminho desejado. De fato, uma vez que em cada passo temos inﬁnitas
opções de escolhas de vértices e após tal passo temos somente um número ﬁnito de vértices
visitados. De forma análoga prova-se o caso d− =∞.
2.2 Propriedade Z
Seja D um dígrafo. Dizemos que D tem propriedade Z se existe um epimorﬁsmo φ : D → Z,
onde Z é o dígrafo apresentado no Exemplo 2.2.
Para um dígrafo conexo, inﬁnito e transitivo D ter a propriedade Z é equivalente a aﬁrmar
que todos os ciclos de D são balanceados, conforme veremos no resultado abaixo.
Lema 2.4. Seja D um dígrafo inﬁnito, conexo e transitivo. Então D tem propriedade Z se, e
somente se, todo ciclo de D é balanceado.
Demonstração. Suponha que D tem propriedade Z. Então existe um homomorﬁsmo sobrejetor
φ : D → Z. Seja C = (v0, 1, v1, . . . , n, vn) um passeio simples fechado de D. Como φ é um
homomorﬁsmo, então
φ(vn) = φ(v0) +
n∑
i=1
i = φ(v0) + F (C).
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Como C é um passeio fechado segue que v0 = vn. Logo φ(vn) = φ(v0) e, portanto F (C) = 0.
Reciprocamente, ﬁxe u ∈ V D. Deﬁna uma aplicação φ : V D → V Z tal que φ(u) = 0 e
φ(v) := F (W ), ondeW é um passeio de u até v. Observe que, se existem dois caminhos distintos
ligando u à v, digamos W1 e W2, então o passeio W = W1.(W2)−1 é formado pela união de
passeios simples fechados C1, C2, . . . , Cn. Logo, F (W ) = 0 pois F (Ci) = 0 por hipótese. Portanto
F (W1) = −F (W−12 ) = F (W2), e segue que φ está bem deﬁnida. Agora, seja (x, y) ∈ ED. Por
deﬁnição, φ(y) = φ(x) + 1. Como φ(x) = i para algum i ∈ Z, segue que φ(y) = i+ 1, e portanto,
(φ(x), φ(y)) = (i, i + 1) ∈ EZ. Logo, φ é um homomorﬁsmo. Finalmente, o fato de φ ser
sobrejetora segue do Lema 2.3.
Exemplo 2.5. Uma árvore inﬁnita regular (com grau de entrada e grau de saída constante)
claramente tem a propriedade Z, pois não contém ciclos.
Em [16], Praeger dá uma condição para um dígrafo conexo, inﬁnito, transitivo nos vértices e
nas arestas ter propriedade Z. Como podemos ver a seguir.
Teorema. Seja D um dígrafo inﬁnito, conexo, transitivo nos vértices e nas arestas e com grau
de entrada e grau de saída ambos ﬁnitos mas distintos. Então D tem propriedade Z.
2.3 Dígrafos de Cayley
O objetivo principal desta seção será discutir alguns resultados básicos sobre dígrafos de
Cayley. O dígrafo de Cayley Cay(G,S) de um grupo G com respeito à um subconjunto S de
G\{1}, onde 1 denota a identidade de G, tem como conjunto de vértices o grupo G e o conjunto
de arestas ECay(G,S) = {(g, gs)|s ∈ S}.
Note que G age regularmente sobre D = Cay(G,S) por multiplicação à esquerda. Dados
g, x ∈ G, xg := xg, para todo g ∈ G. Consequentemente, temos uma ação natural de G sobre
as arestas de D dada por:
x(g, gs) = (xg, (xg)s) = (xg, xgs),
onde x ∈ G. Como (xg, x(gs)) ∈ ED, segue que G preserva aresta e, portanto G é um subgrupo
de Aut(D) agindo regularmente sobre V D.
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Lema 2.6. Seja D = Cay(G,S) um dígrafo de Cayley com respeito ao subconjunto S de G.
Então D é conexo se, e somente se, S é um conjunto de geradores de G.
Demonstração. Primeiramente observe que qualquer caminho em D cujo vértice inicial é a iden-
tidade, tem como vértice ﬁnal uma palavra em S. Suponha que S é um conjunto de geradores
de G. Então para quaisquer dois vértices u e v de D, temos que u e v são palavras em S. Logo,
existem em D um caminhoW da identidade até u, e um caminhoW ′ da identidade até v. Assim,
a concatenação W−1.W ′ é um passeio de u a v. Como, u e v são arbitrários, segue que D é
conexo.
Reciprocamente, seja v ∈ V D. Temos que mostrar que v é uma palavra em S. Como D
é conexo, existe um caminho com vértice inicial igual a identidade e vértice ﬁnal v, mas pela
observação acima temos que v é uma palavra em S. Como v é arbitrário, então S é um conjunto
de geradores para G.
Enfatizamos que, salvo menção contrária, estaremos considerando que Cay(G,S) é um dígrafo
de Cayley de G com respeito ao conjunto de geradores S de G.
Exemplo 2.7. Na Figura 2.3 apresentamos o dígrafo de Cayley Cay(S3, S), onde
S3 = 〈r, t|r3 = 1, t2 = 1, rtr = t〉 e S = {r, t}.
Figura 2.3: Cay(S3, S), aresta azul: gerada por t; aresta vermelha: gerada por r.
Exemplo 2.8. Na ﬁgura 2.4 apresentamos o dígrafo de Cayley Cay(D4, S), onde
D4 = 〈r, t|r4 = 1, t2 = 1, rtr = t〉 e S = {r, t}.
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Figura 2.4: Cay(D4, S), aresta azul: gerada por t; aresta vermelha: gerada por r.
Lema 2.9. Seja D um dígrafo conexo. Suponha que existe um subgrupo G de Aut(D) agindo
regularmente sobre D. Então D é isomorfo ao dígrafo de Cayley Cay(G,S) de G para algum
conjunto S de geradores de G.
Demonstração. Fixe v ∈ V D. Como G age regularmente, então para cada u ∈ V D existe um
único g ∈ G tal que u = gv. Tome
S = {g ∈ G |(v, gv) ∈ ED }.
Primeiramente, mostraremos que S gera G. Seja g ∈ G e considere o vértice gv. Como D é
conexo, existe
P = (v0, v1, . . . , vn−1, vn)
um caminho de v até gv. Vamos provar por indução sobre o comprimento do caminho P , que g
é uma palavra em S. Se n = 1, então gv ∈ { xv | x ∈ S ∪ S−1}.
Assuma agora n ≥ 2 e suponha que o resultado seja válido para todo caminho de comprimento
l < n. Como 0Pn−1 é um caminho de comprimento n− 1, por indução, vn−1 = ωv, para alguma
palavra ω em S. Com isto temos dois casos. Primeiro, se (vn−1, gv) = (ωv, gv) é uma aresta
em D então (v, ω
−1gv) também é uma aresta em D, logo ω−1g ∈ S. Assim existe s ∈ S tal
que ω−1g = s, e isto implica que g = ωs. Como s, ω ∈ S, obtemos que g é uma palavra em S.
Prova-se de forma análoga, se (gv, vn−1) ∈ ED. Como queríamos.
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Seja D′ = Cay(G,S) o dígrafo de Cayley de G com respeito à S. Deﬁna a aplicação
φ : V D → V D′
gv → g
Mostraremos agora que φ é um isomorﬁsmo de dígrafo. Como G age regularmente, segue
que φ é uma bijeção. Pela transitividade de G sobre V D, temos que uma aresta em D é
da forma (gv, gsv), para algum g ∈ G e s ∈ S. Como, φ(gv) = g e φ(gsv) = gs, então
(φ(gv), φ(gsv)) = (g, gs) é uma aresta em D′, portanto φ é um homomorﬁsmo de dígrafo. De
forma similar, obtemos que φ−1 preserva aresta. Isto prova o resultado.
Segue do lema acima que: Um dígrafo conexo D é um dígrafo de Cayley se, e somente se,
existe H ≤ Aut(D) agindo regularmente sobre D.
Corolário 2.10. Seja G um grupo abeliano agindo transitivamente sobre um dígrafo D. Então
D é um dígrafo de Cayley de G com respeito a algum subconjunto S ⊆ G \ {1}.
Demonstração. Pela observação 1.4, G age regularmente sobre D. Se D é conexo, o resultado
segue do Lema 2.9.
Agora, suponha que D é desconexo. Dado u ∈ V D, denote por Du a componente de D que
contém u. Pelo Lema 2.9, Du = Cay(〈Su〉, Su), onde
Su = {g ∈ G |(u, gu) ∈ ED }.
Agora, seja v ∈ V D tal que Dv 6= Du. Como G é transitivo, existe g ∈ G tal que v = gu. Seja
(v, s
′
v) ∈ ED, com s′ ∈ Sv, então (v, s′v) = (gu, s′gu). De G abeliano temos gs′ = s′g, logo
(v, s
′
v) = (gu, gs
′
u) = g(u, s
′
u)
com isto, (u, s
′
u) ∈ ED implica que s′ ∈ Su. Portanto, Dv é uma cópia de Du. Como v é
arbitrário, segue que todas as componentes de D são cópias de Du. Portanto, D = Cay(G,Su).
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2.4 Crescimento
Neste trabalho, estudaremos o crescimento de dígrafos transitivos. A distância distD(u, v)
entre dois vértices em um dígrafo conexo e transitivo D é o comprimento do menor caminho
ligando u à v. Tome v ∈ V D.
A função crescimento f(n), em relação a v com n ≥ 0, é dada por
f(n) = |{u ∈ V D| distD(v, u) ≤ n}|.
Como D é transitivo a função de crescimento não depende da escolha do vértice v.
Dizemos que o dígrafo D tem crescimento exponencial se existe uma constante c > 1 tal que
f(n) > cn
vale para todo n > 0. E o dígrafo D tem crescimento polinomial se existem constantes positivas
c e d tal que
f(n) ≤ cnd
vale para todo n > 0.
Exemplo 2.11. A Figura 2.5 é um pedaço de uma árvore T inﬁnita regular com d+ = 1 e
d− = 2. Note que T é transitiva (veja [[1], Teorema 5.20]) e temos que
f(1) > 2; f(2) > 22; f(3) > 23; . . .
Continuando dessa maneira, obtemos que f(n) > 2n, para todo n > 0. Portanto, T tem cresci-
mento exponencial.
Observação 2.12. Para cada inteiro h ≥ 0, o subdígrafo T h de T induzido em ⋃
i∈[0,h]
T−i (v) será
chamado de árvore binária de altura h com raiz v := v15. Note que
T 0 ⊂ T 1 ⊂ . . . ⊂ T h ⊂ . . .
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Figura 2.5: pedaço da árvore T .
A união T ∗ :=
⋃
i≥0
T i é uma árvore binária com raiz v e altura arbitrariamente grande.
Exemplo 2.13. A Figura 2.6 apresenta um dígrafo D com crescimento polinomial, pois
f(n) ≤ 5n, para todo n > 0.
Figura 2.6: dígrafo D.
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Para ﬁnalizar este capítulo deﬁniremos agora crescimento de grupos. Dizemos que um grupo
ﬁnitamente gerado G tem crescimento exponencial, se existe um conjunto S de geradores tal que
Cay(G,S) tem crescimento exponencial.
Similarmente deﬁnimos crescimento polinomial de um grupo.
Capítulo
3
Relações de alcance em dígrafos
Neste capítulo estudamos uma família de relações de alcance, deﬁnida sobre o conjunto de
vértices de um dígrafo (possivelmente com laços e pares de vértices ligados por duas arestas
opostas), que generaliza um conceito similar introduzido em [15].
Sejam D um dígrafo com grau de entrada e de saída pelo menos igual a 1 e k ≥ 1 inteiro.
Sejam u, v ∈ V D. Dizemos que u está R+k -relacionado com v, em símbolos uR+k v, se existe um
passeio W de u a v tal que F (W ) = 0, e para todo 0 ≤ j ≤ |W | temos F (0Wj) ∈ [0, k]. O
conjunto formado por todos tais passeios será denotado por R+k [u, v]. Similarmente, dizemos
que u está R−k -relacionado com v, em símbolos uR
−
k v, se existe um passeio W de u a v tal que
F (W ) = 0, e para todo 0 ≤ j ≤ |W | temos F (0Wj) ∈ [−k, 0]. Denotaremos por R−k [u, v] o
conjunto de todos tais passeios.
Veremos a seguir que R+k e R
−
k são relações de equivalências.
Proposição 3.1. Sejam D um dígrafo com grau de entrada e grau de saída pelo menos 1 e k ≥ 1
inteiro. Então R+k e R
−
k são relações de equivalência. Além disso, se D é transitivo então R
+
k e
R−k são G-congruências, onde G ≤ Aut(D).
Demonstração. Primeiramente provaremos que R+k é uma relação de equivalência, isto é, que R
+
k
é reﬂexiva, simétrica e transitiva. Sejam u, v e w vértices de D. Por hipótese, como D tem grau
de saída pelo menos 1, existe u′ ∈ V D tal que (u, u′) é uma aresta em D. Assim (u, 1, u′,−1, u) é
um passeio de R+1 [u, u]. Como R
+
1 ⊆ R+k , segue que R+k é reﬂexiva. Agora, suponha que uR+k v.
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Sejam W = (u0, 1, . . . , n, un) um passeio pertencente ao conjunto R
+
k [u, v]. Deste modo, o
passeio inverso W−1 tem peso zero e para todo 0 ≤ j ≤ n, temos
F (0(W
−1)j) = − F (n−jWn) = −(F (W ) − F (0Wn−j)) = F (0Wn−j).
Com isso, obtemos que F (0(W−1)j) ∈ [0, k]. Portanto W−1 ∈ R+k [v, u]. Finalmente, suponha
que uR+k v e vR
+
k w. Sejam os passeios W ∈ R+k [u, v] e W ′ ∈ R+k [v, w]. Considere o passeio
W ′′ = W.W ′. Observe que F (W ′′) = 0 e para todo 0 ≤ j ≤ |W ′′|, temos
• Se 0 ≤ j ≤ |W |, então F (0W ′′j ) = F (0Wj) ∈ [0, k].
• Se |W | < j ≤ |W |+|W ′| então F (0W ′′j ) = F (W )+F (|W |W ′′j ), como |W |W ′′j = 0W ′j′ , para algum
0 ≤ j′ ≤ |W ′|. Logo, F (0W ′′j ) ∈ [0, k], pois F (W ) = 0 e F (0W ′j′) ∈ [0, k]. Como queríamos.
Agora mostraremos que se D é transitivo então R+k é uma G-congruência. Suponha que
uR+k v. Provaremos que para todo g ∈ G, temos guR+k gv. Sejam g ∈ G e
W ′ = (u0, 1, . . . , n, un)
um passeio de R+k [u, v]. Como g preserva arestas temos um passeio
gW = ( gu0, 1,
gu1, . . . , n,
gun)
e claramente gW ∈ R+k [gu, gv]. De forma análoga, prova-se que se guR+k gv, então uR+k v.
Portanto R+k é uma G-congruência. Analogamente prova-se para R
−
k .
Denotaremos por R+k (v) (resp. R
−
k (v)) a classe de equivalência do vértice v. Observe, se uR
+
k v
então uRk+1v, de forma análoga para o caso R
−
k . Deste modo, temos que as sequências (R
+
k )k∈Z+
e (R−k )k∈Z+ são ascendentes: para todo k temos R
+
k ⊆ R+k+1 e R−k ⊆ R−k+1. Pela proposição acima
temos que, se D é transitivo, então as classes de R+k (e similarmente R
−
k ) formam um sistema
de imprimitividade para Aut(D). Dessa forma, em um dígrafo conexo contendo laços em todos
os seus vértices as relações R+k e R
−
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são também relações de equivalência, e se D é transitivo, então suas classes formam um sistema
de imprimitividade para Aut(D)
Enfatizamos que ao longo deste trabalho, k é sempre um inteiro maior ou igual à 1. E os
dígrafos estudados tem grau de entrada e de saída pelos menos igual a 1.
Apresentamos nas seções seguintes alguns resultados provados em [11], tais resultados mos-
tram como as propriedades das relações de alcance estão intimamente relacionadas com propri-
edades de dígrafos, tais como crescimento e ter propriedade Z. Primeiramente apresentamos
algumas propriedades básicas destas relações. E, depois daremos uma condição suﬁciente para
um dígrafo ter propriedade Z. Finalmente, apresentaremos o Teorema 3.21, o qual nos dá uma
condição suﬁciente para um dígrafo ter crescimento exponencial.
3.1 Algumas propriedades de R+k e R
−
k
Sejam D um dígrafo e u, v ∈ V D. Observe que todo passeio em R+1 [u, v] é um passeio
alternado, isto é um passeio da forma
(u0, 1, u1,−1, u2, 1, . . . , un−2, 1, un−1,−1, un).
Em geral, chamaremos de passeio k-alternado o passeio que é uma concatenação de passeios
da forma
(u0, 1, u1, 1, u2, 1, . . . , 1, uk,−1, . . . ,−1, u2k−1,−1, u2k).
É claro que para k ≥ 2, todo passeio k-alternado está em R+k [u, v], mas nem todo passeio em
R+k [u, v] é k-alternado. Entretanto, o resultado a seguir mostra que se uR
+
k v então existe um
passeio k alternado ligando u a v. Os dois próximos resultados podem serem encontrados em
[[13], Lema 3.1 e Proposição 3.2].
Lema 3.2. Sejam D um dígrafo k ≥ 1 um inteiro. Então, para quaisquer dois vértices u, v ∈ V D,
temos que uR+k v se, e somente se, existe um passeio k-alternadoW ligando u até v. Um resultado
análogo vale para R−k .
Demonstração. Provaremos para o caso R+k . Sejam u, v ∈ V D. Suponha que existe um passeio
k-alternado W de u a v. Então, W ∈ R+k [u, v].
3.1 Algumas propriedades de R+k e R
−
k 22
Reciprocamente, suponha que uR+k v. Como o grau de entrada e saída é no mínimo 1,
existe um passeio direcionado de peso positivo ou negativo começando em qualquer vértice
de D. Dado um passeio W = (u0, 1, . . . , n, un) em R
+
k [u, v], obteremos um novo passeio k-
alternado, inserindo um passeio de comprimento apropriado em cada vértice ui tal que i 6= i+1
e F (0Wi) /∈ {0, k}. Seja i ∈ {1, . . . , n} o menor inteiro tal que i 6= i+1 e F (0Wi) /∈ {0, k}.
Digamos F (0Wi) = l. Seja j < i o menor inteiro tal que j 6= j+1. Temos então dois casos.
• Caso 1. Se F (0Wj) = 0. Neste caso, i = 1 e i+1 = −1, então substituímos W pelo
passeio
W ′ = 0Wi . (x0, 1, x1, 1, . . . , 1, xk−l,−1, x(k−l)−1,−1, . . . ,−1, x0) . iWn.
Logo, em W ′ temos F (0W ′i+k−l) = k, e
(xk−l,−1, x(k−l)−1,−1, . . . ,−1, x0,−1, ui+1, . . . ,−1, ui′)
é um caminho direcionado de comprimento menor ou igual a k, onde i′ > i é o próximo índice
satisfazendo i′ 6= i′+1 e F (0Wi′) /∈ {0, k}.
• Caso 2. Se F (0Wj) = k. Neste caso, temos i = −1 e i+1 = 1. Similarmente, substi-
tuímos W pelo passeio
W ′ = 0Wi . (x0,−1, x1,−1, . . . ,−1, xk−l, 1, x(k−l)−1, 1, . . . , 1, x0) . iWn.
Assim em W ′ temos F (0W ′i+(k−l)) = 0 e
(xk−l, 1, x(k−l)−1, 1, . . . , 1, x0, 1, ui+1, . . . , 1, ui′)
é um caminho direcionado de comprimento menor ou igual a k, onde i′ > i é o próximo índice
satisfazendo i′ 6= i′+1 e F (0Wi′) /∈ {0, k}.
Repetindo o processo paraW ′ e após um número ﬁnito de passos, obtemos o passeio desejado.
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Corolário 3.3. Seja D = Cay(G,S) um dígrafo de Cayley de um grupo G com respeito ao
conjunto S de geradores. Então para qualquer inteiro k ≥ 1 e qualquer g ∈ G temos que
R+k (g) = gR
+
k (e) = g〈Sk.S−k〉 e R−k (g) = gR−k (e) = g〈S−k.Sk〉
onde e é o elemento identidade de G.
Demonstração. Seja g ∈ G. Primeiramente mostraremos que gR+k (e) ⊆ R+k (g). Sejam u ∈ R+k (e)
e W um passeio de R+k [u, e]. Como G age sobre D por multiplicação à esquerda, temos um
passeio gW em R+k [gu, g]. Assim gu ∈ R+k (g). De forma similar obtemos R+k (g) ⊆ gR+k (e).
Logo, R+k (g) = gR
+
k (e). Analogamente, temos R
−
k (g) = gR
−
k (e).
Agora, provaremos que R+k (e) = 〈Sk.S−k〉. Seja v ∈ R+k (e). Pelo Lema 3.2 existe um passeio





1, . . . , 1, w
i
k,−1, wik+1, . . . ,−1, wi2k).
Tome o subpasseio W1. Como por hipótese D é um dígrafo de Cayley, temos
W1 = (e, 1, s1, 1, s1s2, 1, . . . , 1, s1 . . . sk,−1, s1 . . . sks−1k+1,−1, . . . ,−1, s1 . . . sks−1k+1 . . . s−12k ),
com si ∈ S para todo i. Portanto o vértice ﬁnal de W1 é da forma
w12k = s1 . . . sks
−1
k+1 . . . s
−1
2k ∈ 〈Sk, Sk〉.
Repetindo, o mesmo argumento para cada Wi, concluímos que v ∈ 〈Sk.S−k〉. Similarmente
obtemos 〈Sk, S−k〉 ⊆ R+k (e). De forma análoga prova-se que gR−k (e) = g〈S−k.Sk〉. Com isto
provamos o resultado.
A seguir consideraremos as relações R+k e R
−
k sob diferentes aspectos. Primeiro, daremos al-
gumas condições necessárias e suﬁcientes para as sequências (R+k )k∈Z+ e (R
−
k )k∈Z+ estabilizarem
isto é, existem i, j tais que R+ = R+i e R
− = R−j . Depois estudaremos propriedades das classes
de equivalências de cada relação R+k e R
−
k .
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3.1.1 As sequências (R+k )k∈Z+ e (R
−
k )k∈Z+
Como já foi observado no início deste capítulo, em um dígrafo conexo contendo laços em
todos os seus vértices as relações R+k e R
−
k são universais.
Agora daremos dois exemplos para o caso em que todos os vértices do dígrafoD estão contidos
em ciclos direcionados de comprimento 2. No primeiro exemplo R+2 é universal, enquanto no
segundo exemplo R+2 tem duas classes de equivalências.
Exemplo 3.4. Seja D = Cay(S3, S), onde S3 = 〈r, t|r3 = t2 = 1, rtr = t〉 e S = {r, t}. Então
temos que
R+1 (e) = {e, rt}
R+2 (e) = S3,
portanto R+2 é universal. Além disso, observe na Figura 2.3 que cada vértice de D está contido
em um passeio direcionado de comprimento 2, e existem ciclos em D de comprimento ímpar.
Exemplo 3.5. Seja D = Cay(D4, S), onde D4 = 〈r, t|r4 = t2 = 1, rtr = t〉 e S = {r, t}. Então
temos que
R+1 (e) = {e, rt} e R+2 (e) = {e, r2, rt, r3t}
R+1 (t) = {t, r3} e R+2 (t) = {t, r3, r, r2t}
R+3 (e) = R
+
2 (e) e R
+
3 (t) = R
+
2 (t).
Portanto R+2 tem duas classes de equivalências. Além disso, observe na Figura 2.4 que cada
vértice de D está contido em um passeio direcionado de comprimento 2, e não existem ciclos em
D de comprimento ímpar.
Em geral, temos.
Proposição 3.6. Seja D um dígrafo conexo, em que cada vértice está contido em um passeio
direcionado fechado de comprimento 2. Então R+ = R+2 = R
− = R−2 . Além disso,
(i) Se existe um passeio fechado de comprimento ímpar em D, então R+2 (e R
−
2 ) é universal, e
(ii) Se não existe tal passeio em D então R+2 ( e R
−
2 ) tem duas classes de equivalências.
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Demonstração. Primeiro mostraremos que dados quaisquer u e v ∈ V D, um passeio arbitrário
W = (v0, 1, v1, . . . , n, vn) de u a v pode ser modiﬁcado de modo que obtemos um novo passeio
W ′ de u a v com as seguintes propriedades:

F (W ′) = 0 se |W | é par
F (W ′) = 1 se |W | é ímpar
F (0W
′
j) ∈ [0, 2], para todo 0 ≤ j ≤ |W ′|
(3.1)
Começaremos com o passeio trivial, ou seja W = (u). Redeﬁniremos W ′ ao atingirmos o
j-ésimo vértice de W , supondo as seguintes possibilidades: j é par e F (0W ′j) é igual a 0 ou 2
(podemos também supor que j é ímpar tal que F (0W ′j) = 1 e redeﬁnir W
′ de forma análoga ao
caso quando j é par). Por hipótese de construção temos que o peso de W ′ é ou 0, ou 1 ou 2.
Então, a partir de vj faremos as modiﬁcações em W ′.
Caso 1: Se
(1.1) F (W ′) = 0 e j+1 = 1, por hipótese de construção, segue que |W ′| é par;
(1.2) F (W ′) = 2 e j+1 = −1, por hipótese de construção, temos que |W ′| é par;
(1.3) F (W ′) = 1 e j+1 arbitrário, por hipótese de construção, segue que |W ′| é ímpar.
Então, adicionamos ao passeio W ′ a aresta de indicador j+1, isto é, W ′ = W ′(vj , j+1, vj+1).
Note que em (1.1) e (1.2), obtemos após as modiﬁcações F (W ′) = 1, agora em (1.3) temos
F (W ′) é igual à 0 ou 2. E se W = W ′, a condição 3.1 se veriﬁca, visto que em (1.1) e (1.2) |W ′|
é ímpar e em (1.3) |W ′| é par, após as modiﬁcações.
Caso 2: Se F (W ′) = 0 e j+1 = −1, ( veja que este caso, pode ser o passo 1, ou seja,
quando 1 = −1). Por hipótese, qualquer vértice em D está contido em um ciclo direcio-
nado de comprimento 2. Logo, existe w ∈ D tal que (vj , w) e (w, vj) ∈ D. Neste caso,
redeﬁnimos W ′ = W ′(vj , 1, w, 1, vj , j+1, vj+1). Observe que, após as modiﬁcações, obtemos
F (W ′) = 1 e |W ′| é ímpar, uma vez que antes das mudanças ocorridas em W , tínhamos que
|W ′| era par, por hipótese de construção.
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Caso 3: Se F (W ′) = 2 e j+1 = 1. Então redeﬁnimos W ′ = W ′(vj ,−1, w,−1, vj , j+1, vj+1),
onde w é considerado semelhante ao caso 2. Veja que, após as modiﬁcações, obtemos F (W ′) =
1 e |W ′| é ímpar.
Observe que, em cada caso foram construído subpasseios com peso ou 0 ou 1 ou 2. Continuando
dessa maneira terminaremos com um passeio W ′ de u à v, com a propriedade que queremos,
exceto a possibilidade F (W ′) = 2. Se isto ocorrer, então redeﬁnimos W ′, agora como sendo
W ′ = W ′(v,−1, w,−1) para um apropriado vértice w. Para provarmos os itens (i) e (ii), preci-
samos das seguintes aﬁrmações:
Aﬁrmação 1: Sejam u, v ∈ V D então uR+2 v se, e somente se, existe um passeio de com-
primento par ligando u à v.
De fato, seja u, v ∈ V D e W o passeio ligando u à v , tal que |W | é par então pela construção
feita acima, podemos obter um passeio W ′ de u à v tais que F (W ′) = 0 e F (iW
′
j) ∈ [0, 2], para
todo 0 ≤ j ≤ |W ′|, portanto uR+2 v.
Reciprocamente, suponha que uR+2 v. Seja W um passeio de R
+
2 [u, v], isto implica que
F (W ) = 0, ou seja, temos o mesmo número de arestas com indicadores 1 quanto de arestas
com indicadores -1, portanto |W | é par. Com isto provamos a aﬁrmação.
Seja (u, v) ∈ ED. Pela Aﬁrmação 1, existem as seguintes classes de equivalências:
R+2 (u) = {w1 ∈ V D| existe um passeio de comprimento par ligando u à w1}
R+2 (v) = {w2 ∈ V D| existe um passeio de comprimento par ligando v à w2}
Agora, se mostrarmos que uR+2 v então pela transitividade de R
+
2 , obteremos que R
+
2 é universal.
Como veremos a seguir.
Aﬁrmação 2: Se existe um passeio fechado C em D de comprimento ímpar, então R+2 é uni-
versal, ou seja R+2 tem somente uma classe de equivalência.




De fato, seja C um passeio fechado (Figura 3.1) de comprimento ímpar. Por hipótese D é
conexo, logo existe em D um passeio P ligando u à um vértice w de C. Temos então que o
comprimento de P ou é par ou é ímpar. Tome o passeio W ′′ = PCP−1(u, 1, v). Note que W ′′
é um passeio de u à v e |W ′′| é par, tanto para o caso em que |P | é par quanto para o caso em
que |P | é ímpar. E segue da Aﬁrmação 1 que uR+2 v. Pela transitividade da relação R+2 , obtemos
que R+2 é universal.
Finalmente, mostraremos que R+2 = R
+. Por deﬁnição sabemos que R+2 ⊆ R+. Sejam
u, v ∈ V D tal que uR+2 v. Observe que quando construímos o passeio W ′, em nenhum momento
usamos a relação R+2 , logo podemos aﬁrmar que uR
+v se, e somente se, existe um passeio




prova para R−2 é feita de modo similar. Como as condições para dois vértices estarem R
+
2 -





R+ = R+2 = R
− = R−2 .
Com argumentos similares ao que foi feito na Proposição 3.6, é possível provar para um dí-
grafo D, onde cada vértice de D está contido em um ciclo direcionado de comprimento k, que
R+ = R+k = R
−
k = R
−. Uma prova usando métodos diferentes pode ser encontrada em [18]. Te-
mos também que uma, ou ambas, as sequências (R+k )k∈Z+ e (R
−
k )k∈Z+ podem ser ﬁnitas, embora
o dígrafo em questão não tenha ciclos direcionado. Contudo, os resultados que serão apresen-
tados na seção 3.2 mostram que o fato das sequências (R+k )k∈Z+ e (R
−
k )k∈Z+ serem ﬁnitas ou
inﬁnitas tem grande importância para estudar as propriedades de dígrafos tais como crescimento
e ter propriedade Z. Daremos, agora três condições necessárias e suﬁcientes para as sequências
(R+k )k∈Z+ e (R
−
k )k∈Z+ serem ﬁnitas.
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Proposição 3.7. Seja D um dígrafo. Então R+ = R+k para algum k se, e somente se,
R+k+1 = R
+
k . Uma aﬁrmação análoga vale para R
−.
Demonstração. Suponha R+ = R+k , para algum k. Note que R
+




Reciprocamente, suponha que existe um inteiro positivo k tal que R+k+1 = R
+
k . Mostraremos




k+2. Por deﬁnição, R
+
k+1 ⊆ R+k+2, logo resta mostrar que R+k+2 ⊆ R+k+1.
E consequentemente por indução teremos R+ = R+k . Sejam u, v ∈ V D tal que uR+k+2v e
seja W = (v0, 1, v1, . . . , n, vn) um passeio em R
+
k+2[u, v]. Tome o menor inteiro j, tal que
F (0Wj) = k + 2, onde 0 < j < n. Se tal inteiro não existe, então R
+
k+2 ⊆ R+k+1, logo não há o
que provar. Assuma que j existe. Seja 0 < j1 < j o maior inteiro tal que F (0Wj1) = 1 e seja
j < j2 < n o menor inteiro tal que F (j2Wn) = −1.
Aﬁrmação: O passeio j1Wj2 ∈ R+k+1[vj1 , vj2 ].
De fato, de acordo com a escolha de vj1 e vj2 , temos que:
F (j1Wj2) = F (W )− F (0Wj1)− F (j2Wn) = 0− 1 + 1 = 0
e F (j1Wt) ∈ [0, k + 1] para todo j1 ≤ t ≤ j2. Pois, se j1 ≤ t ≤ j então F (j1Wt) ∈ [0, k + 1] ,
caso contrário irá contradizer a minimalidade de j. E se j ≤ t ≤ j2, então F (j1Wt) ∈ [0, k + 1],
pois senão, poderíamos ter que F (j1Wt) = k + 2, daí F (0Wt) = k + 3, absurdo. Isto prova
aﬁrmação. Assim pela Aﬁrmação, temos que vj1R
+







k vj2 , isto é, existe um passeio W
′ ∈ R+k [vj1 , vj2 ]. Agora, considere o passeio
W ′′ = 0Wj1 . W
′ . j2Wn.
Se ainda há algum 0 < j′ < |W ′′| tal que F (0W ′′j′) = k+2, repita o processo acima. Continuando
dessa maneira, ou seja eliminando os picos, onde F (0W ′′j′) = k + 2, obteremos um passeio W
∗
de R+k+1[u, v], de fato, basta observar que são necessários somente um número ﬁnito de repetições
do processo, uma vez que ao realizarmos cada etapa, diminuímos nosso campo onde ocorrem os
"picos", por exemplo na etapa 2, temos que j2 < j′ < n, porque qualquer subpasseio de 0Wj1 .W ′
tem peso no máximo igual à k + 1, pois por suposição temos que F (0Wj1) = 1 e o peso de
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qualquer subpasseio iniciando em vj1 e que pertença à W
′ atinge no máximo k + 1. Portanto
R+k+2 ⊆ R+k+1, como queríamos.
De forma análoga, prova-se para o caso R−.
Uma consequência imediata da proposição acima é que estas sequências são inﬁnitas se, e
somente se, elas são estritamente crescentes.





caso, o menor inteiro k tal que R+k = R
+
k+1 é chamado de expoente exp
+(D) de D. Se R+ 6= R+k ,
para todo k então dizemos que exp+(D) =∞. De forma similar, deﬁnimos o expoente exp−(D).
Proposição 3.8. Seja D um dígrafo. Então para cada inteiro k ≥ 1, as seguintes aﬁrmações
são equivalentes:
(i) R+ = R+k ;
(ii) R+k+1 = R
+
k ;
(iii) R+1 ⊆ R−k ;
(iv) R+ ⊆ R−k .
Trocando os sinais + e −, obtemos um resultado análogo.
Demonstração. Da Proposição 3.7 segue que (i) e (ii) são equivalentes. Agora mostraremos que
(i) implica (iv). Seja u, v ∈ V D tal que uR+v, e por hipótese temos uR+k v. Seja W um passeio
de R+k [u, v]. Escolheremos dois vértices u
∗ e v∗ juntamente com os passeios direcionados W u
e W v de comprimento k, ligando u∗ à u e v∗ à v, respectivamente. Consideremos o passeio
W ′ = W u.W.(W v)−1.
Aﬁrmação: O passeio W ′ ∈ R+2k[u∗, v∗].
De fato, note que
F (W ′) = F (W u) + F (W ) + F ((W v)−1) = k + 0− k = 0,
agora falta mostrar que para todo 0 ≤ j ≤ |W ′| o peso do subpasseio 0W ′j , pertence ao intervalo
[0, 2k]. Dividiremos em três possíveis casos:
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• Se 0 ≤ j ≤ |W u|, então F (0W ′j) = F (0W uj ) ∈ [0, k], pois W u é um passeio direcionado de peso
k.
• Se |W u| ≤ j ≤ |W u|+ |W |, então
F (0W
′
j) = F (W
u) + F (|Wu|W ′j) = k + F (|Wu|W
′
j),
mas (|Wu|W ′j) é um subpasseio de W ∈ R+k [u, v], logo F (|Wu|W ′j) ∈ [0, k], e portanto
F (0W
′
j) ∈ [k, 2k].
• Se |W u|+ |W | ≤ j ≤ |W ′|, então
F (0Wj) = F (W
u) + F (W ) + F (|W |+|Wu|W ′j) = k + F (|W |+|Wu|W
′
j).
Observe que (|W |+|Wu|W ′j) é um subpasseio de (W
v)−1, e isto implica que
F (|W |+|Wu|W ′j) ∈ [−k, 0], portanto F (0W ′j) ∈ [0, k]. Como queríamos. Agora, usando a hi-
pótese de que R+ = R+k e a Aﬁrmação, temos que existe um passeio W
∗ ∈ R+k [u∗, v∗]. Logo,
o passeio W ′′ = (W u)−1.W ∗.W v pertence a R−k [u, v], isto é provado de maneira análoga ao que
foi feito na Aﬁrmação. Portanto, de W ′′ = (W u)−1.W.W v ∈ R−k [u, v] segue que uR−k v, ou seja,
R+ ⊆ R−k . Como R+1 ⊆ R+ e R+ ⊆ R−k , por hipótese, então segue que R+1 ⊆ R−k . Logo (iv)
implica (iii).
Resta provarmos apenas que (iii) implica (ii). Consideremos uR+k+1v. Sejam
W = (v0, 1, v1, ..., n, vn)
um passeio de R+k+1[u, v] e 0 < j < n o menor inteiro tal que F (0Wj) = k + 1. Então
F (0Wj−1) = k = F (0Wj+1).
De fato, por suposição, F (0Wj) = k+1 e, ou j = 1 ou j = −1. De F (0Wj−1) = F (0Wj)−j , ob-
temos que F (0Wj−1) = k + 1 − j , e portanto, j = 1, caso contrário teríamos
que F (0Wj−1) = k + 2, absurdo. Similarmente, obtemos que j+1 = −1. Logo,
F (0Wj−1) = k = F (0Wj+1), e isto implica que o passeio W⊕ = (vj−1, 1, vj ,−1, vj+1) pertence
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à R+1 [vj−1, vj+1]. Mas, por hipótese, R
+
1 ⊆ R−k , logo existe um passeio W ′ ∈ R−k [vj−1, vj+1].
Deﬁna o passeio
W ′′ = 0Wj−1. W ′ . j+1Wn.
Se ainda há algum 0 < j′ < |W ′′| tal que F (0W ′′j ) = k + 1, repita o processo anterior. Continu-
ando, dessa maneira, obteremos um passeio pertencente à R+k [u, v], como queríamos. Se j
′ não
existe então o resultado foi provado.
Corolário 3.9. Seja D um dígrafo. Suponha que R+k = R
−
k para algum inteiro k ≥ 1. Então





Demonstração. Como por hipótese, R+k = R
−
k , segue que R
+
1 ⊆ R−k . Da Proposição 3.8 acima
temos que R+k+1 = R
+
k . Logo pela Proposição 3.8, obtemos que R
+ = R+k . De forma análoga,
prova-se que R− = R−k , e como por hipótese R
+
k = R




Corolário 3.10. Seja D um dígrafo. Então as seguintes aﬁrmações são equivalentes:
(i) Ambos os expoentes exp+(D) e exp−(D) são ﬁnitos.
(ii) Existe algum inteiro k ≥ 1 tal que R+ = R+k = R−k = R− com R+k 6= R+k−1, R−k 6= R−k−1 e
R+k+1 6= R−k−1 sempre que k ≥ 2.
Demonstração. Suponha que ambos os expoentes são ﬁnitos, isto é existem inteiros mínimos
i , j ≥ 1 tais que R+ = R+i e R−j = R−. Tome k = max(i, j). Então R+ = R+k e R−k = R−. Isto
implica, pela Proposição 3.8, que R+ ⊆ R−k = R− e R− ⊆ R+k = R+. Assim,
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Da Proposição 3.8, obtemos que R+k = R
+
k−1. Mas isto contradiz o fato que R
+
k 6= R+k−1.
Portanto, R+k 6= R+k−1 e R−k 6= R−k−1. Agora, como R+k 6= R+k−1, k ≥ 2, segue do Corolário que
R−k−1 6= R+k−1.
Reciprocamente, suponha que existe um inteiro k ≥ 1 tal que R+ = R+k = R−k = R− com
R+k 6= R+k−1, R−k 6= R−k−1 e R+k+1 6= R−k−1 sempre que k ≥ 2. Isto signiﬁca que
exp+(D) = exp−(D) = k
e portanto as sequências (R+k )k∈Z+ e (R
−
k )k∈Z+ são ambas ﬁnitas.
Em outras palavras, o corolário anterior mostra que ambas as sequências (R+k )k∈Z+ e (R
−
k )k∈Z+
são ﬁnitas se, e somente se, ambos expoentes são ﬁnitos e iguais.
Para ﬁnalizarmos esta subseção daremos dois exemplos: o primeiro com expoente exp+ inﬁ-
nito e o segundo com exp+ ﬁnito.
Exemplo 3.11. A Figura 2.5 apresenta um pedaço de uma árvore regular com d+ = 1 e d− = 2.
Tome v = v15. Note que
{v17, v18} ⊂ R+2 (v) \R+1 (v)
{v19, v20} ⊂ R+3 (v) \R+2 (v)
{v23, v24} ⊂ R+4 (v) \R+3 (v)
Se continuarmos com este mesmo pensamento obtemos
R+1 (v) ⊂ R+2 (v) ⊂ R+3 (v) ⊂ · · ·R+k (v) ⊂ R+k+1(v) ⊂ · · ·
Então, temos que as R+k -classes são estritamente crescentes.
Exemplo 3.12. A Figura 2.6 apresenta um dígrafo D com expoentes ﬁnitos, pois
exp+(D) = exp−(D) = 1.
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3.1.2 As classes de equivalências de R+k e R
−
k
Seja D um dígrafo. Lembre que estamos sempre considerando dígrafos com grau de saída e
grau de entrada pelo menos igual à 1. Neste caso, D+k (v) e D
−
k (v) são conjuntos não vazios para
todo vértice v ∈ V D e todo inteiro k ≥ 1.




Proposição 3.13. Seja D um dígrafo. Seja v ∈ V D e k ≥ 1 um inteiro. Então para cada
u ∈ D+k (R+k (v)) temos que D+k (R+k (v)) = R−k (u). Trocando os sinais de + e − obtemos um
resultado análogo.
Demonstração. Por hipótese u ∈ D+k (R+k (v)), logo existe um vértice v′ ∈ R+k (v) e um passeio di-
recionado W v
′
de comprimento k ligando v′ a u. Primeiramente mostraremos que
D+k (R
+
k (v)) ⊆ R−k (u). Seja u′ ∈ D+k (R+k (v)). Assim, existe algum v′′ ∈ R+k (v) e um passeio
direcionado W v
′′
de comprimento k de v′′ para u′. Escolha os seguintes passeios W ′ ∈ R+k [v′, v]
e W ′′ ∈ R+k [v′′, v]. Deﬁna o passeio W = (W v
′′
)−1.W ′′.(W ′)−1.W v′ .
Aﬁrmação 1: O passeio W ∈ R−k [u′, u].
De fato, note que
F (W ) = F ((W v
′′
)−1) + F (W ′′) + F ((W ′)−1) + F (W v
′
) = −k + k = 0.
Além disso, qualquer subpasseio 0Wj ∈ [−k, 0], para todo 0 ≤ j ≤ |W |. Para ver que isto é
válido, dividiremos em três casos dependendo de onde se encontra j.
• Se 0 ≤ j ≤ |(W v′′)−1| = k, então F (0Wj) ∈ [−k, 0];
• Se k = |(W v′′)−1| ≤ j ≤ |W ′′|+ k, então
F (0Wj) = F ((W
v′′)−1) + F (kWj) = −k + F (kWj),
mas kWj é um subpasseio de W ′′, logo kWj ∈ [0, k] e portanto F (0Wj) ∈ [−k, 0];
• Se t = k + |W ′′| ≤ j ≤ |W |, então
F (0Wj) = F ((W
v′′)−1) + F (W ′) + F (tWj) = −k + F (tWj)
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mas veja que tWj é um subpasseio de (W ′)−1, e isto implica que
F (tWj) ∈ [0, k], logo F (0Wj) ∈ [−k, 0]. Como queríamos.
Agora provaremos que R−k (u) ⊆ D+k (R+k (v)). Seja u′ ∈ R−k . Considere um passeio
W ′ ∈ R−k [u, u′]. Como o dígrafo D tem grau de entrada pelo menos 1, existe um vértice v′′ e um
passeio direcionadoW v
′′
de comprimento k de v′′ para u′. Então o passeioW = W v′ .W ′.(W v′′)−1
está contido em R+k [v
′, v′′]. Isto pode ser provado de forma similar ao que foi feito na demonstra-
ção da Aﬁrmação 1. Portanto v′′ ∈ R+k (v), e comoW v
′′
é um passeio direcionado de comprimento
k de v′′ até u, logo u′ ∈ D+k (R+k (v)). A versão dual prova-se de forma análoga.
Proposição 3.14. Seja D um dígrafo conexo, transitivo, localmente ﬁnito e seja k ≥ 1 um
inteiro. Suponha que, para algum (e consequentemente qualquer) v ∈ V D, pelo menos uma das
classes R+k (v) e R
−
k (v) é ﬁnita. Então R
+
k (v) e R
−









Demonstração. Seja um vértice v ∈ V D. Do dígrafo D ser localmente ﬁnito e conexo implica
que d+ ≥ 1 e d− ≥ 1, logo a Proposição 3.13 vale. Suponha sem perda de generalidade que
R+k (v) é ﬁnita. Considere um passeio direcionado de comprimento k com vértice inicial v, e seja
u ∈ D+k (v) o vértice ﬁnal deste passeio. Pela Proposição 3.13 temos que D+k (R+k (v)) = R−k (u).




k (v)) é ﬁnita. Logo R
−
k (u) é ﬁnita (uma
vez que, para cada v′ ∈ R−k (u) , existe um passeio direcionado de W v
′
de comprimento k de v′ à
w ∈ D−k (R−k (u)) = R+k , tal passeio existe pois D é localmente ﬁnito). Do dígrafo D ser transitivo
e R−k (u) um bloco, existe g ∈ Aut(D) tal que (R−k (u))g = R−k (v), assim |R−k (v)| = |R−k (u)|.
Portanto R+k (v) é ﬁnita.
Finalmente mostraremos a igualdade 3.2. Pela Proposição 3.13 obtemos
D−k (R
−
k (u)) = R
+




k (v)) = R
−
k (u). Logo, todo passeio direcionado de comprimento k
começando em R−k (u) termina em R
+
k (v), e reciprocamente, todo passeio direcionado de compri-
mento k começando em R+k (v) termina em R
−
k (u). Deste modo, o número de passeios iniciando
em R+k (v) é igual a |R+k (v)|(d+)k e o número de passeios terminando em R−k (u) é |R−k (u)|(d−)k.
Portanto, |R+k (v)|(d+)k = |R−k (u)|(d−)k = |R−k (v)|(d−)k.
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Corolário 3.15. Seja D um dígrafo conexo, transitivo e localmente ﬁnito, seja k ≥ 1 um inteiro.
Suponha que para algum (e consequentemente qualquer) v ∈ V D, pelo menos uma das classes de
equivalência R+k (v) e R
−
k (v) é ﬁnita. Então |R+k (v)| = |R−k (v)| se, e somente se, d+ = d−.
Demonstração. Segue diretamente da Proposição 3.14.
Lema 3.16. Seja D um dígrafo conexo e transitivo, seja k ≥ 1 um inteiro e um vértice v ∈ V D.
Então para qualquer u ∈ D+k (v) e g ∈ Aut(D) temos que g(R+k (v)) = R+k (v) se, e somente se,
g(R+k (u)) = R
−
k (u).
Demonstração. Sejam v ∈ V D, u ∈ D+k (u) e g ∈ Aut(D). Suponha que g(R+k (v)) = R+k (v).
SejamW v um passeio direcionado de comprimento k de v para u eW um passeio de R+k [v, g(v)].
Deﬁna um novo passeio W ′ = (W v)−1 . W. g(W v), então W ′ ∈ R−k [u, g(u)]. Tal aﬁrmação
pode ser provada de forma análoga aos resultados anteriores. Então g(R−k (u)) = R
−
k (u), pois
R−k (u) é um bloco de imprimitividade para Aut(D). Portanto, g ∈ Aut(D) deixa o bloco R−k (u)
invariante. A recíproca é provada de forma análoga.
O próximo resultado mostra uma condição necessária para um dígrafo conexo e transitivo ser
um dígrafo de Cayley.
Proposição 3.17. Seja D um dígrafo de Cayley conexo. Então para todo inteiro k ≥ 1 e para
todo v ∈ V D temos que |R+k (v)| = |R−k (v)|.
Demonstração. Se D é localmente ﬁnito então d+ = d−, e do Corolário 3.15, obtemos |R+k (v)| =
|R−k (v)|. Suponha agora que D é localmente inﬁnito. Sejam k ≥ 1 e v ∈ V D. Tome u ∈ D+k (v).
Seja G um subgrupo do automorﬁsmo de D agindo regularmente sobre D, tal grupo existe pelo
Lema 2.9. Pelo Lema 3.16 o bloco R+k (v) é invariante para um automorﬁsmo g ∈ G se, e somente
se, g ﬁxa o bloco R−k (u). Então tais g pertencem ao estabilizador H = G{R+k (v)}. Do Lema 1.12
temos que H age transitivamente sobre R+k (v) e consequentemente H age regularmente sobre
R+k (v). E do Teorema 1.3 obtemos |R+k (v)| = |H|. De forma análoga obtemos |R−k (u)| = |H|.
Portanto, pela transitividade de D, |R+k (v)| = |R−k (v)|.
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3.2 Propriedade Z e crescimento
Em [5] Cameron, Praeger e Wormald demonstram alguns resultados a respeito das condições
para um dígrafo ter propriedade Z, sendo um destes obtido através de relação de alcance nas
arestas.
Nesta seção apresentamos três resultados: o primeiro dá uma condição necessária e suﬁciente
para um dígrafo não ter propriedade Z, enquanto os demais nos dão uma condição suﬁciente para
ter a propriedade Z. Lembrando que um dígrafo conexo, transitivo e inﬁnito D tem propriedade
Z se existe um epimorﬁsmo de dígrafo φ : D −→ Z, ou de forma equivalente, se todos os ciclos
de D são balanceados.
Lema 3.18. Seja D um dígrafo inﬁnito, conexo e transitivo. Então D não tem propriedade Z
se, e somente se, existem inteiros 1 ≤ s ≤ t, tais que para cada vértice v ∈ V D existe, um ciclo
W v em v com F (W v) = s e F (0W sj ) ∈ [0, t], para todo, 0 ≤ j ≤ |W v|.
Demonstração. Se existe tal passeio fechado W v então W v não é balanceado, portanto D não
tem propriedade Z.
Reciprocamente, suponha que D não tem propriedade Z, logo existe em D ciclos não ba-
lanceados. Seja C = (v0, 1, v1, ..., n) um ciclo, tal que C é não balanceado e tem o menor
comprimento. Como C é não balanceado, temos que F (C) 6= 0, deste modo podemos conside-
rar sem perda de generalidade que s = F (C) > 0 (caso contrário tome o passeio C−1). Seja
0 ≤ i ≤ n um inteiro tal que F (0Ci) = m é mínimo, com m ∈ Z. Tome u = vi.
Aﬁrmação 1: O passeio fechado W u = iCn . 0Ci é tal que F (0W uj ) ≥ 0, para todo j.
De fato, suponha por contradição que existe um 0 ≤ j1 ≤ n, tal que F (0W uj1) < 0, digamos. Se
0 ≤ j1 ≤ n− i então
F (0Ci+j1) = m+ F (0W
u
j1) < m,
contradição, pois m é mínimo. Agora, se n− i ≤ j1 ≤ n, então
F (0W
u
j1) = F (0W
u
n−i) + F (n−iW
u
j1),
porém F (0W un−i) = F (iCn) e F (n−iW
u
j1
) ≥ m (caso contrário, contradiz a minimalidade de m).
3.2 Propriedade Z e crescimento 37
Logo,
0 < s = m+ F (iCn) ≤ F (n−iW uj1) + F (0W un−i) = F (0W uj1) < 0.
Contradição, portanto a aﬁrmação é verdadeira.
Seja t = max{F (0W uj )|0 ≤ j ≤ n} o peso máximo. Assim pela Aﬁrmação 1 obtemos
F (0W
u
j ) ∈ [0, t], para todo 0 ≤ j ≤ n. Pela transitividade, um passeio Ww com estas proprieda-
des existe para cada w ∈ V D.
Usando o Lema 3.18, daremos agora duas condições suﬁcientes dependendo da propriedade
das relações R+k e R
−
k para o dígrafo D ter propriedade Z.
Proposição 3.19. Seja D um dígrafo inﬁnito, conexo, transitivo e localmente ﬁnito. Suponha
que para cada inteiro k ≥ 1 pelo menos uma (e consequentemente ambas) das relações R+k e R−k
possui classe de equivalência ﬁnita. Então D tem propriedade Z.
Demonstração. Suponha por contradição que D não tem propriedade Z. Sejam 1 ≤ s ≤ t inteiro
dados no lema anterior, e tome k = t. Escolha v ∈ V D. Como por hipótese pelo menos uma das
classes de equivalência é ﬁnita, segue da Proposição 3.14 que ambas as relações R+k e R
−
k tem
classe de equivalência ﬁnita. Digamos m = |R+k (v)|. Seja P = (v0, 1, v1, . . . , 1, vms) um passeio
direcionado de comprimento ms, começando em v. Vamos mostrar que os vértices v0, vs, . . . , vms
são todos R+k -equivalentes. De fato, considere W
w um ciclo não balanceado em w ∈ V D, dado
pelo Lema 3.18. Deﬁna o passeio W ′ = W vs .(0Ps)−1.
Aﬁrmação 1: W ′ é um passeio de R+k [vs, v0].
De fato, note que
F (W ′) = F (W vs) + F ((0Ps)−1) = 0
e F (0W ′j) ∈ [0, k] para todo 0 ≤ j ≤ |W ′|. Basta observar que para 0 ≤ j ≤ |W vs | temos
F (0W
′
j) = F (0W
vs
j ) ∈ [0, k]. Agora, se |W vs | ≤ j ≤ |W ′|, então
F (0W
′
j) = F (0W
vs)− s+ i = s− s+ i = i
onde i ∈ [0, s]. Como s ≤ k, segue que F (0W ′j) ∈ [0, k].
Portanto,W ′ ∈ R+k [vs, v0]. De forma análoga, prova-se queW vs(sP2s)−1 pertence aR+k [v2s, vs],
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etc. Logo,
{v0, vs, v2s, . . . , vms} ⊆ R+k (v).
Assim |R+k (v)| ≥ m+1, uma contradição, pois |R+k (v)| = m. Portanto D tem propriedade Z.
A próxima proposição mostra uma condição suﬁciente para um dígrafo ter propriedade Z em
termos dos expoentes.
Proposição 3.20. Seja D um dígrafo inﬁnito, conexo e transitivo. Se pelo menos um dos
expoentes exp+(D) e exp−(D) é inﬁnito, então D tem propriedade Z.
Demonstração. Suponha que D não tem propriedade Z. Sejam 1 ≤ s ≤ t inteiros dados pelo
Lema 3.18 e denote Ww o ciclo não balanceado correspondente a w ∈ V D. Tome k = t.
Mostraremos que R+k+1 = R
+
k+2, e isto implica, pela Proposição 3.7, que R
+ = R+k+1.
Suponha que uR+k+2v, para algum u, v ∈ V D. Seja W = (v0, 1, v1, . . . , n, vn) o passeio de
R+k+2[u, v]. Construiremos, agora um passeio W
′ ∈ R+k+1[u, v], através de ajustes em W , da
seguinte forma. Seja 0 < i < n o menor inteiro tal que F (0Wi) = k+ 2 e seja i ≤ j ≤ n o menor
inteiro tal que F (0Wj) = s − 1. Note que se i não existe, então o resultado segue. Agora, se i
existe então tal j também existe pois, de F (0Wi) = k + 2 e F (W ) = 0, temos que para cada
0 ≤ α ≤ k + 2 existe i ≤ jα ≤ n tal que F (0Wjα) = α (ou seja, o peso dos subpasseios deve
decair até atingir o peso 0 = F (0Wn)). Como s− 1 ≤ k − 1, tome α = s− 1. Deﬁna o passeio
W ′ = 0Wi−1 . (W vi−1)−1 . i−1Wj−1 . W vj−1 . j−1Wn.
De forma similar ao que foi feito nos resultados anteriores, obtemos que W ′ ∈ R+k+1[u, v]. Além
disso, temos também que 0 < i′ < |W ′| com F (0W ′i′) = k+2 é estritamente menor que o número
de inteiros 0 < i < |W | tal que F (0Wi) = k+2. Continuando dessa maneira, isto é, a cada passo
eliminando um pico, obteremos um passeio de u à v pertencente ao conjunto R+k+1[u, v]. Como
queríamos.
De forma análoga mostra queR− = R−k+1. Portanto, as sequências (R
+
k (v))k∈Z+ e (R
−
k (v))k∈Z+
são ambas ﬁnitas, uma contradição. Com isso provamos o resultado.
Finalmente, mostraremos que se pelo menos um dos expoentes exp+(D) ou exp−(D) é in-
ﬁnito, então D tem crescimento exponencial. Pela Observação 2.12, é suﬁciente mostrar que
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temos uma cópia de T ∗ em D.
Teorema 3.21. Seja D um dígrafo conexo, transitivo e localmente ﬁnito. Se pelo menos um dos
expoentes exp+(D) e exp−(D) é inﬁnto. Então D tem crescimento exponencial.
Demonstração. Suponha sem perda de generalidade que exp+(D) é inﬁnito. Pela Proposição
3.20, D tem propriedade Z. Seja ψ : D → Z um homomorﬁsmo sobrejetor e considere as ﬁbras
Fj = ψ
−1(j), j ∈ Z. Primeiramente, veja que para todo k ≥ 1, se u ∈ Fj então R+k (u) ⊂ Fj .
De fato, inicialmente observe que podemos supor que u ∈ F0, pois D é transitivo. Agora, seja
v ∈ R+k (u). Pelo Lema 3.2, existe um passeio em R+k [u, v] que é formado por concatenações de
passeios da forma
W ′ = (u0, 1, u1, 1, . . . , 1, uk,−1, uk+1,−1, . . . ,−1, u2k).
Logo, temos
u0, u2k ∈ F0; u1, u2k−1 ∈ F1; . . . ; uk−1, uk+1 ∈ Fk−1; uk ∈ Fk.
Assim v ∈ F0, e portanto R+k (u) ⊆ F0.
Aﬁrmação. |R+1 (u)| ≥ 2.
Suponha que |R+1 (u)| = 1. Como (R+k )k∈Z+ é estritamente ascendente, existe w ∈ R+2 (u)\R+1 (u)
tal que (u, 1, u1, 1, u2,−1, u3,−1, w) é um caminho em D. Como w /∈ R+1 (u), segue que u1 6= u3.
Logo u1R
+
1 u3. Pela transitividade existe v 6= u tal que vR+1 u. Uma contradição. Portanto
|R+1 (u)| ≥ 2.
Para cada u ∈ F0 e cada k ≥ 1, deﬁna Cku o subdígrafo de D induzido por todos os passeios









k ⊂ R+k+1 segue que Cku está propria-
mente contido em Ck+1u . As árvore binárias serão construídas indutivamente da seguinte forma.
Primeiro, note que:
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Aﬁrmação. |R+1 (u)| ≥ 2.
Suponha que |R+1 (u)| = 1. Como (R+k )k∈Z+ é estritamente ascendente, existe w ∈ R+2 (u)\R+1 (u)
tal que (u, 1, u1, 1, u2,−1, u3,−1, w) é um caminho em D. Como w /∈ R+1 (u), segue que u1 6= u3.
Logo u1R
+
1 u3. Pela transitividade existe v 6= u tal que vR+1 u. Uma contradição. Portanto
|R+1 (u)| ≥ 2.
Consequentemente cada vértice de F1 tem grau de entrada pelo menos 2. Assim, pela tran-
sitividade de D, cada vértice de F1 é a raiz de uma árvore binária de altura 1 que está contida
em algum C1u. Agora, cada C
2
u contém pelo menos dois subdígrafos distintos em {C1u′ | u′ ∈ F0},
digamos C1u1 e C
1
u2 . Assim existem vértices w1 ∈ C1u1 ∩ F1, w2 ∈ C1u2 ∩ F1 e v ∈ C2u ∩ F2 tal
que (w1, v), (w2, v) ∈ ED. Segue que v é uma raiz de uma árvore binária de altura 2, que está
contida em algum C2u, pois cada w1 e w2 é raiz de uma árvore de altura 1. Pela transitividade
de D obtemos que todo vértice de F2 é uma raiz de uma árvore binária de altura 2, que está
contida em algum C2u.
Temos então o passo de indução, cada Ck+1u , k ≥ 1, contém pelo menos dois diferentes
subdígrafos de {Cku′ | u′ ∈ F0}, digamos Cku1 e Cku2 . Logo, existem vértices w1 ∈ Cku1 ∩ Fk,
w2 ∈ Cku2 ∩ Fk e v ∈ Ck+1u ∩ Fk+1 tal que (w1, v), (w2, v) ∈ ED (tais vértices existem uma vez
que por suposição, Cku1 e C
k
u2 , estão ambos contidos em C
k+1
u ). Por hipótese de indução w1 e
w2 são raízes de uma árvore binária de altura k que são disjuntas pois Cku1 e C
k
u2 são diferentes.
Segue que v é a raiz de uma árvore binária de altura k + 1 que está contida em Ck+1u . De D
ser transitivo temos que todo vértice de Fk+1 é uma raiz de uma árvore binária de altura k + 1,




Relações de alcance e grupos com
crescimento polinomial
Mostramos no capítulo 3, que as relações de alcance estão intimamente ligadas com proprie-
dades de dígrafos tal como propriedade Z e condições de crescimento.
Neste capítulo apresentamos através de resultados provados em [13] as conexões entre estas
relações com certas propriedades de grupo de automorﬁsmo de dígrafos transitivos. Inicialmente
apresentaremos alguns resultados que servirão de base para a próxima seção. Em seguida, estuda-
remos dígrafos de Cayley de grupos ﬁnitamente gerado com crescimento polinomial, e ﬁnalmente
apresentamos o teorema principal deste trabalho
Teorema 4.15. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um dígrafo conexo D e seja
N E G um subgrupo nilpotente de classe r agindo com m órbitas sobre D, onde 1 ≤ m < ∞.
Então exp+(D) = exp−(D) ≤ m(r + 1)− 1.
Consequentemente, temos
Corolário 4.16. Seja G um grupo ﬁnitamente gerado, seja N um subgrupo normal nilpotente de
índice ﬁnito m em G e seja D o dígrafo de Cayley de G com respeito a algum conjunto ﬁnito de
geradores S. Então exp+(D) = exp−(D) ≤ m(r + 1) − 1 vale, onde r é a classe de nilpotência
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de N .
Finalizaremos este capítulo apresentando uma conjectura que caso seja verdadeira fornece
uma resposta positiva para o seguinte problema de Grigorchuk.
Problema 4.2. Todo grupo simples, inﬁnito e ﬁnitamente gerado tem crescimento exponencial?
4.1 Resultados auxiliares
O objetivo principal desta seção é apresentar resultados e deﬁnições que serão usados na Seção
4.2. Consideraremos agora quocientes de um dígrafo com respeito a uma classe de equivalência
em seus vértices.
Seja D um dígrafo e seja τ uma partição do conjunto de vértices V D, dada por alguma
relação de equivalência deﬁnida em V D. A classe de equivalência de um vértice v ∈ V D será
denotada por vτ . O dígrafo quociente com respeito à τ , denotado por Dτ , é o dígrafo que tem
como vértices o conjunto τ e o conjunto de arestas com a seguinte condição:
(uτ , vτ ) ∈ EDτ ⇔ ∃ u′ ∈ uτ e v′ ∈ vτ tal que (u′, v′) ∈ ED.
Enfatizamos que consideraremos estes dígrafos como dígrafos simples no sentido que se exis-
tem mais de uma aresta na mesma direção entre dois conjuntos de τ , então o dígrafo quociente
contém exatamente uma aresta entre os respectivos vértices. Observe que estes dígrafos quoci-
entes podem conter laço se existir uma aresta (u, v) ∈ ED para algum u ∈ vτ .




0 , 1, v
τ
1 , ..., n, v
τ
n).
Note que para todo j, 0 ≤ j ≤ |W τ |, temos que F (0(Wτ )j) = F (0Wj).
Os dois próximos resultado mostram como R+k (respectivamente R
−
k ) sobre D estão relacio-
nadas com R+k (respectivamente R
−
k ) sobre Dτ , onde τ é uma partição dada por R
+
1 (respecti-





podem serem encontrados em [18].
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Proposição 4.1. Seja D um dígrafo, seja τ o conjunto das classes de equivalências R+1 , e seja
u ∈ V D. Então, para quaisquer v ∈ V D e k ≥ 2 temos que uR+k v se, e somente se, uτR+k−1vτ .
Uma aﬁrmação análoga vale para R−k , quando consideramos o dígrafo quociente com respeito à
R−1 .
Demonstração. Seja W = (v0, 1, v1, . . . , n, vn) um passeio do conjunto R
+
k [u, v]. Logo por
deﬁnição, existe em Dτ o passeio
Wτ = (v
τ
0 , 1, v
τ
1 , ..., n, v
τ
n) ∈ R+k [uτ , vτ ].
Mostraremos que uτR+k−1v
τ , através de modiﬁcações no passeio Wτ obteremos um novo passeio
no dígrafo quociente, onde tal passeio pertencerá à R+k−1[u
τ , vτ ]. Seja 0 < j < n o menor inteiro
tal que F (0Wj) = k. Se j não existe, então F (0Wj) < k, portanto uτR
+
k−1v
τ . Assuma que j
existe. Considere o subpasseio j−1Wj+1. Sabemos que F (0Wj) = F (0Wj−1)+j e por suposição
F (0Wj) ≤ k, segue que j = 1. Analogamente obtemos que j+1 = −1. De onde concluímos
que j−1Wj+1 é um passeio em R+1 [vj−1, vj+1], isto é, vj−1R
+





substituiremos o passeio Wτ pelo passeio
W ′ = 0(Wτ )j−1 . j+1(Wτ )n.
Se ainda existir algum 0 < j′ < |W ′| tal que F (0Wj′) = k, repetimos o procedimento acima.
Continuando dessa maneira e observando que j < j′ < |W ′|, obtemos um passeio pertencente à
R+k−1[u
τ , vτ ]. Como queríamos.
Reciprocamente, seja
W¯ = (uτ0 , 1, u
τ
1 , ..., n, u
τ
n)
um passeio no dígrafo quociente tal que u ∈ uτ0 , v ∈ uτn e W¯ ∈ R+k−1[uτ0 , uτn]. Por deﬁnição,
para cada 1 ≤ j ≤ n existem vértices u′j−1 ∈ uτj−1 e u′′j ∈ uτj tal que (u′j−1, j , u′′j ) é um passeio
em D e (uτj−1, j , u
τ
j ) é um passeio no dígrafo quociente. Faça u
′′
0 = u e u
′
n = v. Observe que
para 0 ≤ j ≤ n, temos u′j , u′′j ∈ uτj , o que signiﬁca que u′jR+1 u′′j . Para cada 0 ≤ j ≤ n, seja
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W j ∈ R+1 [u′′j , u′j ]. Portanto o passeio









n ∈ R+k [u, v].
Assim, concluímos que uR+k v. Analogamente é provado para R
−
k .
Seja τ uma partição do conjunto V D e considere a seguinte condição:
(∗) para cada u, v ∈ V D com (uτ , vτ ) ∈ EDτ existe u′ ∈ uτ e v′ ∈ vτ tal que (u, v′) e (u′, v) são
arestas de D.
Lema 4.2. Seja D um dígrafo e seja τ uma partição do conjunto de vértice de D. Suponha que
D satisfaça a condição (∗). Então para cada k ≥ 1 e cada u, v ∈ V D temos que uτR+k vτ se, e
somente se, existe algum w ∈ vτ tal que uR+k w. Um resultado análogo vale para a relação R−k .
Demonstração. Sejam u, v ∈ V D e seja k ≥ 1 um inteiro. Suponha que para algum w ∈ vτ ,
temos que uR+k w. Logo existe um passeio W ∈ R+k [u,w] e consequentemente, Wτ ∈ R+k [uτ , wτ ].
Como vτ = wτ , seque que Wτ ∈ R+k [uτ , vτ ]. Portanto, uτR+k vτ .
Reciprocamente, suponha que uτR+k v
τ e seja
W = (uτ , 1, x1, ..., n, xn, n+1, v
τ )
um passeio em R+k [u
τ , vτ ]. Então por hipótese podemos encontrar sucessivamente representantes
xi ∈ xi e w ∈ vτ tal que
W = (u, 1, x1, 2, x2, ..., n, xn, n+1, w)
é um passeio em R+k [u,w].
Seja G um grupo agindo transitivamente sobre D e seja H um subgrupo normal de G.
Conforme visto no capítulo 2 (veja Teorema 1.6), as órbitas de H formam um sistema de impri-
mitividade τ de G sobre V D. O respectivo dígrafo quociente Dτ será denotado por DH .
Lema 4.3. Seja D um dígrafo e H ≤ Aut(D). Então a condição (∗) é satisfeita.
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Demonstração. Seja H ≤ Aut(D). Daí, para u, v ∈ V D com (Hu,H v) ∈ EDH , por deﬁnição,
existe a ∈ Hu, b ∈ Hv tal que (a, b) ∈ ED. De a ∈ Hu e b ∈ Hv existe x, y ∈ H tal que,
a = xu e b = yv. Logo,
(a, b) = (xu,y v) ∈ ED ⇔ x−1(xu,y v) = (u,x−1y v) ∈ ED
e
(a, b) = (xu,y v) ∈ ED ⇔ y−1(xu,y v) = (y−1xu, v) ∈ ED.
Agora basta tomar u′ = y−1xu e v′ = x−1yv.
Corolário 4.4. Seja D um dígrafo e H ≤ Aut(D). Então para cada k ≥ 1 e cada u, v ∈ V D
temos que HuR+k
Hv se, e somente se, existe algum w ∈ Hv tal que uR+k w. Um resultado
análogo vale para a relação R−k .
Demonstração. Segue imediatamente dos Lemas 4.3 e 4.2.
O seguinte resultado mostra que o expoente de um dígrafo é limitado pelo expoente do seu
dígrafo quociente. Lembrando que o expoente exp+(D), de um dígrafo D (veja página 29), é o
menor inteiro k ≥ 1 tal que R+ = R+k e se R+ 6= R+k para todo k então exp+(D) =∞. Deﬁnição
similar para o expoente exp−(D). .
Lema 4.5. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um dígrafo D e seja H E G, tal que to-
dos subgrupos de H são normais em G. Então exp+(D) ≤ exp+(DH) + 1 e
exp−(D) ≤ exp−(DH) + 1.
Demonstração. Provaremos o resultado para exp+(D). Se exp+(DH) = ∞, não há o que
provar. Assim, assuma que exp+(DH) = k para algum inteiro k ≥ 1, daí mostraremos que
exp+(D) ≤ k + 1.
Sejam u ∈ V D e v ∈ R+(u). Considere a classe de equivalência B = R+k+1(u) e a H-órbita
de u, Hu. Pelo que já foi mostrado, temos que estes conjuntos são blocos de imprimitividade
pela ação de G sobre V D. Tome N = H{B}, o estabilizador de B em H.
Aﬁrmação 1: Dois vértices dentro da mesma H-órbita estão R+k+1-relacionados se eles perten-
cem a mesma N -órbita.
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De fato, mostraremos inicialmente que Nu = Hu∩B. Seja x ∈ Nu, então x = nu, para algum
n ∈ N . Como N ≤ H segue que nu ∈ Hu e de u ∈ B e n ∈ N obtemos que nu ∈ B. Portanto,
Nu ⊆ Hu∩B. Agora, suponha por contradição que Hu∩B * Nu, ou seja, existe y ∈ Hu∩B
tal que y /∈ Nu. Como y ∈ Hu, então y = hu, para algum h ∈ H \N . Por outro lado, u ∈ B
implica que hu ∈ hB, assim y ∈ hB ∩B e como B é um bloco segue que B = hB, logo h ∈ N ,
contradição. Portanto Hu ∩ B ⊆ Nu. Logo Nu = Hu ∩ B. E do exemplo 1.9 temos que a
N -órbita é um bloco de imprimitividade para G. Como por hipótese, N é um subgrupo normal
em G, do Teorema 1.6, as N -órbitas formam um sistema de blocos, e este coincide com o sistema
de blocos gerados pelo bloco Nu. Isto prova a aﬁrmação.
Primeiro mostraremos que exp+(DN ) ≤ k. Suponha que não, então existe Nw ∈ V DN tal
que Nw ∈ R+k+1(Nu) \ R+k (Nu). Pelo Corolário 4.4 existe algum w′ ∈ Nw tal que uR+k+1w′.
Isto implica também pelo Corolário 4.4 que Hu R+k+1
Hw. Agora, como exp+(DH) = k, temos
R+k+1 = R
+
k em DH e segue que
Hu ∈ R+k (Hw). Novamente pelo Corolário 4.4, existe z ∈ Hw
tal que uR+k z. Da transitividade de R
+




′ e uR+k+1z. Assim,
como w, z ∈ Hw, segue da Aﬁrmação 1 que Nz = Nw′. Como zR+k u temos Nz ∈ R+k (Nu). Logo
Nw ∈ R+k (Nu), pois w′ ∈ Nw, uma contradição. Deste modo, concluímos que exp+(DN ) ≤ k.
Como vR+u segue que Nv ∈ R+k (Nu) em DN , e pelo Corolário 4.4, existe algum x ∈ Nv tal
que uR+k+1x. Como x, v ∈ Nv e da aﬁrmação, temos que xR+k+1v. Segue então da transitividade
que uR+k+1v. Como u e v são arbitrários, concluímos que exp
+(D) ≤ k + 1.
De forma análoga, prova-se que exp−(D) ≤ exp−(DH) + 1.
Troﬁmov e Seifter mostraram em [18] que o dígrafo quociente de um dígrafo com respeito à
R+ e R− podem ser descrito facilmente, como veremos a seguir. A demonstração do próximo
resultado pode ser encontrada em [[18], Corolário 2.7].
Corolário 4.6. Seja D um dígrafo transitivo. Então as seguintes aﬁrmações valem:
(a) O dígrafo quociente D/R+ é um dos seguintes dígrafos: um ciclo direcionado ﬁnito ou o
dígrafo Z ou uma árvore inﬁnita direcionada regular com grau de entrada 1 e grau de saída
maior do que 1.
(b) o dígrafo quociente D/R− é um dos seguintes dígrafos: um ciclo direcionado ﬁnito ou o
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dígrafo Z ou uma árvore regular direcionada com grau de saída 1 e grau de entrada maior
do que 1.
Com isso, podemos provar o seguinte resultado:
Lema 4.7. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um dígrafo D com expoentes exp+(D)
e exp−(D) ambos ﬁnitos. Além disso, seja τ o sistema de imprimitividade de G sobre V D
induzido pelas classes de equivalência com respeito à R+ ou R−. Então todo g ∈ G que deixa
invariante pelo menos um bloco de τ deixa invariante todos blocos de τ .
Demonstração. Por hipótese, exp+(D) e exp−(D) são ambos ﬁnitos, logo pelo Corolário 3.10
segue que R+ = R−, daí o Corolário 4.6 implica que o dígrafo quociente Dτ é um ciclo ﬁnito ou
um caminho direcionado inﬁnito bilateral. Consequentemente, o único automorﬁsmo de Dτ que
ﬁxa um vértice é a identidade. Por outro lado, todo automorﬁsmo g ∈ G que deixa invariante
um bloco de τ , induz um automorﬁsmo de Dτ ﬁxando um vértice de Dτ . Como os vértices de
Dτ são os elementos de τ então g induz a identidade em Dτ . Isso implica que g ﬁxa todos os
blocos de τ .
Observe que, pelo lema anterior, as classes de equivalências da relação R+ = R− são órbitas
para um subgrupo normal de G. De fato, seja H := G{∆}, onde ∆ é um bloco de τ . Note que
∆ é uma órbita para G{∆}. Logo, basta mostrar que H é normal em G, ou seja, g−1Hg = H,
para todo g ∈ G. Seja h ∈ H, pelo Lema 4.7 temos h ∈ G{g∆} para todo g ∈ G. Dessa forma,
é suﬁciente mostrar que G{g∆} = g−1Hg, para todo g ∈ G. Seja x ∈ G{g∆}, mostraremos que
x ∈ g−1Hg, isto é, x = g−1yg para algum y ∈ H. Seja u ∈ ∆. Então x(gu) ∈ g∆, assim
xgu = gv para algum v ∈ ∆. E isto implica que v = g−1xgu. Portanto x ∈ g−1Hg. De forma
análoga, prova que g−1Hg ⊆ G{g∆}. Como queríamos.
4.2 As relações R+ e R− em dígrafos transitivos
Começaremos com uma proposição sobre dígrafo de Cayley de um grupo abeliano.
Proposição 4.8. Seja G um grupo abeliano agindo transitivamente sobre um dígrafo D. Então
exp+(D) = exp−(D) = 1.
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Demonstração. Pelo Corolário 2.10 D é um dígrafo de Cayley de G. Tomando k = 1 no Corolário
3.3, temos que para todo g ∈ G
R+1 (g) = g〈S.S−1〉
e
R−1 (g) = g〈S−1.S〉
e lembrando que G é abeliano, logo S.S−1 = S−1S. Assim, temos que R+1 = R
−
1 , e do Corolário
3.9 segue que R+ = R+1 = R
−
1 = R
−. Portanto exp+(D) = exp−(D) = 1.
Note que um grupo abeliano é nilpotente de classe 1, então será que a proposição acima
pode ser generalizada para grupos nilpotentes de classe r? Sim, como podemos ver no próximo
teorema.
Teorema 4.9. Seja G um grupo nilpotente de classe r agindo transitivamente sobre um dígrafo
D. Então exp+(D) = exp−(D) ≤ r.
Demonstração. Primeiramente, mostraremos que exp+(D) ≤ r. A prova será feita por indução
sobre r. Se r = 1 então G é abeliano, daí da Proposição 4.8, exp+(D) = 1.
Suponha agora que r ≥ 2. Assim γr+1(G) = [γr(G), G] = 1, isto implica que se tomarmos
H = γr(G) então H está contido no centro de G, consequentemente cada subgrupo de H é
normal em G. Logo, do Lema 4.5, temos exp+(D) ≤ exp+(DH) + 1. Agora, observe que o grupo
quociente GH é nilpotente de classe r−1 e age transitivamente sobre o dígrafo quociente DH (pois
G age transitivamente sobre D). Então, por hipótese de indução, temos
exp+(DH) ≤ r − 1,
consequentemente, pelo Lema 4.5,
exp+(D) ≤ exp+(DH) + 1 ≤ r.
De forma análoga obtemos que exp−(D) ≤ r. Portanto, do Corolário 3.10, temos que exp+(D) =
exp−(D) ≤ r.
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O próximo exemplo mostra que a cota do teorema acima é a melhor possível, isto é, para
todo inteiro positivo r existe um grupo nilpotente G de classe r e um dígrafo D, com G agindo
transitivamente sobre D tal que exp+(D) = r = exp−(D) vale.
Exemplo 4.10. Se r = 1 então pela Proposição 4.8, exp+(D) = exp−(D) = 1. Agora, para
r = 2. Considere, o grupo diedral
D4 = 〈f, a1, a2|f2 = a21 = a22 = 1, fa1f−1 = a1a2, fa2 = a2f, a1a2 = a2a1〉.
Então para o dígrafo de D = Cay(D4, S), onde S = {f, fa1}, claramente temos que
exp+(D) = exp−(D) = 2. Na verdade, este exemplo é o menor elemento da seguinte famí-
lia inﬁnita.
Seja n ≥ 1 um inteiro e seja Gn o produto semidireto de um grupo elementar abeliano
Zn2 por um grupo cíclico Z2n−1 dado por Gn = 〈f, a1, a2, a3, . . . , an〉 onde f é de ordem 2n−1,
os ai são involuções comutando com cada outro e faif−1 = aiai+1 para todo i, 1 ≤ i <
n, enquanto f e an comutam. Note que, se considerarmos S = {f, fa1a2 . . . an−1} obtemos
que 〈SiS−i〉 = 〈a1, a2, . . . , ai〉 vale, para todo 1 ≤ i ≤ n, assim segue do Corolário 3.3 que
exp+(Cay(Gn, S)) = n. Além disso, observe que γi(Gn) = 〈ai, ai+1, . . . , an〉 vale para cada i,
2 ≤ i ≤ n− 1, consequentemente γn+1(Gn) = 1, portanto Gn é nilpotente de classe n.
O próximo exemplo mostra que o Teorema 4.9 não pode ser generalizado para grupos solúveis.
Exemplo 4.11. O grupo Lamplighter L é o produto entrelaçado Z2 o Z dado por
L = 〈a, t|a2, [tmat−m, tnat−n],m, n ∈ Z〉
Considere o dígrafo de Cayley de L com respeito ao conjunto de geradores S = {t, at}. De acordo
os resultados em [20] o dígrafo de Cayley é o produto horocíclico de duas árvores inﬁnitas com
grau de entrada 1 e grau de saída 2 e tal produto é uma árvore regular com grau de entrada 2
e grau de saída 2 (veja [3]). Assim, do Exemplo 3.11, segue que R+ 6= R+k , para todo inteiro
k ≥ 1. Com isto, mostramos que o Teorema 4.9 não pode ser generalizado para grupos solúveis.
Mostramos no capítulo 3, que um dígrafo D conexo, localmente ﬁnito e transitivo tem cres-
cimento exponencial se pelo menos um dos expoentes exp+(D) ou exp−(D) é inﬁnito. Conse-
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quentemente, estes expoentes são ﬁnitos se D é um dígrafo conexo, localmente ﬁnito, transitivo
e não tem crescimento exponencial. Então surge a seguinte pergunta:
Pergunta Será que é possível encontrar um limite para exp+(D) e exp−(D) que dependa so-
mente da taxa de crescimento de D ou de certas propriedades de grupos agindo transitivamente
sobre D?
Mostraremos nos próximos resultados que isto é realmente possível. Primeiramente, consi-
deraremos o caso em que um grupo G age transitivamente sobre um dígrafo D tal que G possui
um subgrupo normal abeliano H agindo com um número ﬁnito de órbitas sobre D, desta forma
obteremos uma cota superior para os expoentes, que dependa somente do número de órbitas
de H sobre D. Depois, exploraremos alguns resultados mais gerais, agora supondo que H é
nilpotente de classe r, chegaremos à uma cota superior para os expoentes dependendo somente
do número de órbitas de H sobre D e de r. Inicialmente provamos alguns resultados auxiliares.
Lema 4.12. Seja D um dígrafo conexo e G um subgrupo transitivo de Aut(D) que contém
um subgrupo normal H E G com m órbitas sobre D, onde 1 ≤ m < ∞. Se para algum (e
consequentemente todo) u ∈ V D o conjunto R+1 (u) está contido em Hu, então as seguintes
aﬁrmações são satisfeitas :
i) Para todo v ∈ V D o conjunto R+(v) está contido em Hv.
ii) O dígrafo quociente DH é um ciclo direcionado.
Demonstração. Seja v ∈ V D. Se m = 1, então H age transitivamente sobre D, isto é, V D = Hv
e segue que R+(v) ⊆ Hv. Além disso, o dígrafo quociente DH tem somente um vértice, logo é
um ciclo trivial. Assuma agora que m ≥ 2.
Para provarmos (i), mostraremos que R+k (v) ⊆ Hv, para todo v ∈ V D, usando indução sobre
k. Por hipótese R+1 (v) ⊆ Hv, então o resultado vale para k = 1. Agora, seja k > 1 e suponha
que R+j (v) ⊆ Hv vale para todo j ≤ k. Sejam w ∈ R+k+1(v) e
W = (v0, 1, v1, . . . , vn−1,−1, vn)
um passeio em Rk+1[v, w]. Observe que o indicador n = −1, caso contrário, teríamos que
F (0Wn−1) = F (W ) − n = −1, absurdo. Suponha primeiro que para todo 0 < i < n temos
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F (0Wi) > 0. Isto implica que v1R
+
k vn−1 pois
F (1Wn−1) = F (W )− 1 − n = 0.
Além disso, para todo 0 < j < n, F (1Wj) ∈ [0, k]. De fato, se para algum j, F (1Wj) < 0, temos
que
F (0Wj) = F (1Wj) + 1 < −1
e segue que F (0Wj) = 0, pois 0Wj ∈ R+k [v, w], contradição. Agora, se F (1Wj) > k, para algum
j temos
F (0Wj) = F (1Wj) + 1 > k + 1
uma contradição. Portanto 1Wj ∈ R+k [v1, vn−1], como queríamos.
Por hipótese de indução temos que R+k (v1) ⊆ Hv1, logo vn−1 ∈ Hv1. Então existe h ∈ H
tal que vn−1 = hv1. Assim, (hv0, vn−1) = (hv0, hv1) = h(v0, v1) ∈ ED, pois (v0, v1) ∈ ED.
Dessa forma, existe o passeio (hv0, 1, vn−1,−1, vn) e portanto hv0 ∈ R+1 (vn). Como por hipótese,
R+1 (vn) ⊆ Hvn segue que hv0 ∈ Hvn. Como v = v0 e vn = w, concluímos que v ∈ Hw. Sejam
i1, i2, ..., it = n todos os índices satisfazendo 0 < i1 < i2 < ... < it e F (0Wij ) = 0. Considere o
conjunto de subpasseios
P = {0Wi1 , i1Wi2 , . . . , it−1Wit}.
Note que para cada W ′ ∈ P temos F (0W ′i ) > 0, ou seja, W ′ satisfaz as hipóteses de W do caso
anterior. Assim, obtemos que
vi1 ∈ Hv; vi2 ∈ Hvi1 ; . . . ;w ∈ Hvit−1 .
Logo w ∈ Hv. E isto prova (i).
Agora provaremos (ii). Seja Hv uma H-órbita. Como D é conexo e por hipótese D tem pelo
menos duas órbitas que são blocos de imprimitividade para G, existe uma H-órbita Hw 6= Hv tal
que (Hw, Hv) ∈ ED. E portanto, pelo Lema 4.3 existe w′ ∈ Hw tal que (w′, v) ∈ ED. Observe
que o dígrafo quociente DH tem grau de entrada igual à 1. De fato, caso contrário, existe uma
H-órbita Hu tal que (Hu, Hv) ∈ ED, onde Hu 6= Hw e Hu 6= Hv . E do Lema 4.3, existe
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u′ ∈ Hu tal que (u′, v) ∈ ED. Consequentemente, o passeio W = (w′, 1, v,−1, u′) pertence à
R+1 [w
′, u′]. E de (i), temos que u′ ∈ Hw, uma contradição. Além disso, DH é ﬁnito, pois só
temos um número ﬁnito de órbitas, e de D conexo, segue que DH é um ciclo direcionado.
Lema 4.13. Seja D um dígrafo e seja G um subgrupo transitivo de Aut(D), tendo um subgrupo
normal abeliano H com m órbitas sobre D, onde 1 ≤ m <∞. Se para algum (e consequentemente
todo) u ∈ V D o conjunto R+1 (u) está contido em Hu, então
exp+(D) = exp−(D) ≤ m.
Demonstração. Provaremos que exp+(D) ≤ m. Se m = 1, então H age transitivamente sobre
D, e como H é abeliano segue do Corolário 2.10 que D é um dígrafo de Cayley de H. Logo, pela
Proposição 4.8, exp+(D) = 1.
Assuma agora que m ≥ 2. Seja ∆ = Hu, para algum u ∈ V D. Nosso primeiro passo
é construir um dígrafo auxiliar D∗ com vértices ∆ e aresta (w, v) sempre que existir em D
um passeio direcionado de comprimento m de w à v. Observe que a restrição de H a ∆
age regularmente sobre ∆, pois H é abeliano. Consequentemente, D∗ é um dígrafo de Cay-
ley de um grupo abeliano (possivelmente desconexo). Portanto, da Proposição 4.8 obtemos que
exp+(D∗) = 1.
Agora, seja vR+w, para algum v, w ∈ V D. Mostraremos que vR+mw. Por deﬁnição de R+,
temos que vR+k w para algum inteiro k ≥ 1. Se k ≤ m, não há o que provar. Assuma que k > m.
Pelo Lema 3.2, existe em R+k [v, w] um passeio que é a concatenação de passeios da forma
W = (v0, 1, v1, . . . , 1, vk,−1, vk+1,−1, . . . ,−1, v2k).
Pela transitividade da relação R+k , basta mostrar que v0R
+
mv2k. Seja t, r inteiros com 0 ≤ r < m
e tais que k = tm + r. Note que se v1 ∈ Hv0 então (Hv0, Hv1) seria um laço, uma con-
tradição pois, pelo Lema 4.12, DH é um ciclo direcionado de comprimento m. Analogamente,
se vj ∈ Hvi para algum j > i, 0 ≤ i < j ≤ m − 1, então teríamos em DH um ciclo de
comprimento l < m. Uma contradição, pois pelo Lema 4.12, DH é um ciclo direcionado de com-
primento m. Logo, Hv0, Hv1, . . . , Hvm−1 são as distintas m órbitas de H. Similarmente, po-
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demos mostrar que vm, v2m, . . . , vtm pertencem à Hv0. Além disso, para j ∈ {0, 1, . . . , t}, temos
v2k−jm ∈ R+(vjm) e pelo Lema 4.12 R+(vjm) ⊆ Hvjm, concluímos que v2k, v2k−m, . . . , v2k−tm
também pertencem à Hv0. Dessa forma, v2k = h0v0, vtm = h1v0 e v2k−tm = h2v0 para algum
h, h1, h2 ∈ H.
Agora note que vtm = h1v0 = h1h
−1
2 v2k−tm, logo
W ′ = 0Wtm . (h1h
−1
2 (2k−tmW2k))





2 hv0. Como 0Wtm é um passeio direcionado
de comprimento tm e (2k−tmW2k) é um passeio direcionado de comprimento tm e indicadores





2 (tmW2k−tm) é um passeio de x à v2k. E de tmW2k−tm ∈ R+r [vtm, v2k] implica que
hh−12 (tmW2k−tm) ∈ R+r [x, v2k]. E da suposição de r < m, obtemos que xR+mv2k. Assim, v0R+mv2k
se, e somente se, v0R+mx.
De v0 ∈ Hv temos v0 = h0v para algum h0 ∈ H. Suponha que ∆ = Hv, e então temos que
W ′ corresponde à um passeio W ∗ ∈ Rt[h0, h1h−12 hh0] em D∗ pois, por construção, uma aresta
de D∗ corresponde à um passeio direcionado de comprimento m em D . Como, exp+(D∗) = 1,
W ∗ pode ser substituído por um passeio de R+1 [h0, h1h
−1
2 hh0], consequentemente W
′ pode ser
substituído por um passeio de R+m[v0, x], logo xR
+
mv0, como queríamos. Portanto, vR
+
mw.
Deste modo, R+ ⊆ R+m implica que exp+(D) ≤ m. Analogamente, obtemos que
exp−(D) ≤ m, daí pelo Corolário 3.10 completamos a prova.
Teorema 4.14. Seja D um dígrafo. Seja G ≤ Aut(D) um subgrupo transitivo tendo um subgrupo
normal abeliano H agindo com m, 1 ≤ m <∞, órbitas sobre o conjunto de vértices de D. Então
exp+(D) = exp−(D) ≤ m
Demonstração. Provaremos por indução sobre m que exp+(D) ≤ m. Se m = 1 então H age
transitivamente sobre D, logo pela Proposição 4.8, exp+(D) = 1. Agora, assuma que m ≥ 2 e
suponha que a aﬁrmação é válida para todo n < m e que H age com m órbitas sobre D. Se para
algum u ∈ V D, temos R+1 (u) ⊆ Hu, então o resultado segue pelo Lema 4.13.
Assuma agora que as classes de equivalências com respeito à R+1 não estão contidas nas H-
órbitas e considere o dígrafo quociente D/R+1 . Seja K o núcleo da ação de G sobre D/R
+
1 e seja
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N = HKK
∼= HH∩K a ação ﬁel induzida por H em D/R+1 . Observe que, como as R+1 -classes de
equivalência não estão totalmente contidas nas H-órbitas então cada R+1 classe intercepta pelo
menos duas órbitas, logo N age com no máximo m2 órbitas sobre D/R
+
1 . Assim temos um grupo
abeliano normalN agindo com m2 < m órbitas, então por hipótese de indução, exp
+(D/R+1 ) ≤ m2 .
E pela Proposição 4.1, obtemos




pois m ≥ 2. Analogamente, podemos mostrar que exp−(D) ≤ m. Portanto, exp+(D) e exp−(D)
são ambos ﬁnitos, logo pelo Corolário 3.10, obtemos exp+(D) = exp−(D) ≤ m.
Finalmente, podemos provar o resultado principal deste capítulo.
Teorema 4.15. Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um dígrafo conexo D e seja
N E G um subgrupo nilpotente de classe r agindo com m órbitas sobre D, onde 1 ≤ m < ∞.
Então exp+(D) = exp−(D) ≤ m(r + 1)− 1.
Demonstração. SejaG um grupo agindo transitivamente sobre um dígrafo conexoD e sejaN E G
nilpotente de classe r agindo com m órbitas sobre D, onde 1 ≤ m <∞. Inicialmente provaremos
que exp+(D) ≤ m(r + 1) − 1. A prova será feita por indução sobre m. Se m = 1, então N
age transitivamente sobre D e como N é nilpotente, segue pelo Teorema 4.9 que exp+(D) ≤ r.
Suponha agora que m ≥ 2. Dividiremos em dois casos, dependendo da estrutura do dígrafo
quociente DN .
Caso 1 : O dígrafo quociente DN não é isomorfo ao ciclo direcionado com m vértices, onde
m ≥ 2.
Neste caso, segue pelo Lema 4.12 que para qualquer v ∈ V D, o conjunto R+1 (v) não está total-
mente contido em uma única órbita de N . Seja τ o sistema de imprimitividade de G sobre D que
consiste das classes de equivalência com respeito à R+1 . Então o grupo de permutação Gτ , indu-
zido pela ação de G sobre τ age transitivamente sobre Dτ . Além disso, Nτ age com no máximo
m
2 órbitas sobre D. Note também que Nτ é nilpotente de classe no máximo r, pois Nτ é uma
imagem homomórﬁca de N . Daí, por hipótese de indução obtemos que exp+(Dτ ) ≤ m2 (r+1)−1
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e pela Proposição 4.1 obtemos
exp+(D) = exp+(Dτ ) + 1 ≤ m
2
(r + 1)− 1 + 1
Agora, como m ≥ 2, temos m2 (r + 1) ≥ 1, e segue que
exp+(D) ≤ m
2
(r + 1) ≤ m(r + 1)− 1.
Portanto, exp+(D) ≤ m(r + 1)− 1.
Caso 2 DN é isomorfo ao ciclo direcionado C = (c1, c2, . . . , cm) com m ≥ 2 vértices.
Seja O1, O2, . . . , Om as distintas m órbitas de N sobre o conjunto V D correspondentes aos
vértices c1, c2, . . . , cm. Note que num ciclo direcionado não há laços, logo não existe aresta em
D que liga dois vértices que estão na mesma órbita. Além disso, todas as arestas em D são
direcionadas de Oi para Oi+1, 1 ≤ i ≤ m, onde os índices são tomados módulo m.
Aﬁrmação 1: Para 1 ≤ i ≤ m e v ∈ Oi temos R+(v) ⊆ Oi
Pela transitividade de G em D é suﬁciente provar a aﬁrmação para i = 1. Seja w ∈ R+(v). Por
deﬁnição existe k ≥ 1 tal que vR+k w, assim existe um passeio em R+k [v, w] que é formado por
concatenações de passeios
W = (u0, 1, u1, 1, . . . , 1, uk,−1, . . . ,−1, u2k).
Dessa forma basta provar que se u0 ∈ O1 então u2k ∈ O1. Como as arestas em DN estão
direcionadas de Oi para Oi+1 e não existe aresta em um mesmo Oi então de u0 a uk percorremos
k órbitas, e voltamos pelas mesma k órbitas ao percorremos de uk+1 até uk. Logo u2k ∈ O1.
Observe que se R+m−1(v) = Oi, então da Aﬁrmação 1 obtemos que R
+(v) ⊆ Oi = R+m−1(v)
logo exp+(D) ≤ m−1. Com isso, temos que considerar somente o caso quando uma R+m−1-classe
está propriamente contida em Oi, para todo i, 1 ≤ i ≤ m e para todo vértice v ∈ Oi.
Denotaremos por
• Bι , ι ∈ I: classes de equivalências de R+m−1 em O1.
• Pm : conjunto formado por todos os passeios direcionados P = (v1, . . . , vm+1) em D, onde
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vj ∈ Oj para 1 ≤ j ≤ m e vm+1 ∈ O1.
• P−m: conjunto de todos passeios inversos de Pm.
• R+m−1: conjunto de todos passeios que estão contidos em R+m−1[u, v], para alguns vértices
u, v ∈ O1.
Sejam v1, v2 ∈ O1 vértices tais que v1R+v2. Se v1 e v2 estão ambos contidos no mesmo
conjunto Bι , ι ∈ I, então v1R+m−1v2, e como (m − 1) < m o resultado segue. Agora, suponha
que v1 ∈ Bι1 e v2 ∈ Bι2 , com ι1 6= ι2. Seja D′ o dígrafo que tem como conjunto de vértices o
conjunto I e aresta (ι1, ι2) sempre que existir um passeio P ∈ Pm com vértice inicial em Bι1 e
vértice ﬁnal em Bι2 . Observe que em geral o dígrafo D
′ não é localmente ﬁnito, pois podemos
ter inﬁnitos tais caminhos. No entanto, do fato de N ser transitivo em O1 então temos que N
induz um grupo transitivo agindo sobre D′ que é nilpotente de classe no máximo r. Assim, o
Teorema 4.9 implica que exp+(D′) ≤ r.
Por deﬁnição, temos v1R
+
k v2 para algum k ≥ 1 e segue do Lema 3.2 que existe um passeio
em R+k [v1, v2] formado por concatenações de passeios da forma
W = (u0, 1, . . . , uk,−1, . . . ,−1, u2k).
Pela transitividade de R+ basta mostrarmos que u0R
+
m(r+1)−1u2k. Assim, escrevendo k = mt+r
′,
onde t, r′ ∈ Z+ e r′ < m, ﬁca claro queW é um passeio formado pela concatenação de t caminhos
de Pm, seguido por um passeio de R+m−1 e então t passeios de P−m.
Sejam u0, u1, . . . , u2t+1 os vértices deW , contido em O1, obtidos nessa ordem ao percorremos
W . Assim, u0, u1, . . . , ut−1 são as origens dos caminhos de Pm, enquanto o vértice ut é o vértice
inicial do passeio de R+m−1 e os vértices ut+1, ut+2, . . . , u2t são as origens dos caminhos P−m.
Logo W é deﬁnido por




1, . . . , 1, u2, 1, . . . , 1, ut).W
∗.(ut+1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
m
, ut+2,−1, . . . ,−1, u2t+1)
onde o passeio W ∗ ∈ R+m−1[ut, ut+1], u0 = v1, u2t+1 = v2, deste modo temos que W ∈
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R+mt+m−1[v1, v2]. Consequentemente W dá origem a um passeio W
′ em D′, dado por
W ′ = (ι′0, 1, ι1, 1, ι
′




t+1,−1, ι′t+2,−1, . . . ,−1, ι′2t+1)
onde para cada i temos que ui ∈ Bι′i (observe que ut ∈ Bι′t+1 = Bι′t , pois utR
+
m−1ut+1). Note





2] e consequentemente podemos substituir W por um passeio de R
+
m(r+1)−1[u0, u2k].
Portanto, então exp+(D) ≤ m(r + 1)− 1.
De forma análoga obtemos que exp−(D) ≤ m(r + 1) − 1. E o Corolário 3.10 implica que
exp+(D) = exp−(D) ≤ m(r + 1)− 1.
Corolário 4.16. Seja G um grupo ﬁnitamente gerado, seja N um subgrupo normal nilpotente
de índice ﬁnito m em G e seja D o dígrafo de Cayley de G com respeito a algum conjunto ﬁnito
de geradores S. Então exp+(D) = exp−(D) ≤ m(r+1)−1 vale, onde r é a classe de nilpotência
de N .
É natural perguntar se esta cota é a melhor possível já que todos exemplos conhecidos, de
fato satisfazem exp+(D) = exp−(D) ≤ mr. Assim, temos o seguinte problema.
Problema 4.1. É verdade que exp+(D) = exp−(D) ≤ mr vale para todo dígrafo de Cayley dos
grupos descritos no Corolário 4.16?
4.3 Observações ﬁnais
Concluiremos este trabalho com as seguintes observações. Seja G um subgrupo de Aut(D)
agindo transitivamente sobre um dígrafo D com expoentes exp+(D) e exp−(D) ambos ﬁnitos.
Conforme observado após a demonstração do Lema 4.7: as classes de equivalências da relação
R+ = R− são órbitas de um subgrupo normal de G. Portanto, se esta relação não é universal
e se o dígrafo tem grau de entrada ou grau de saída pelo menos 2 (de forma que as classes
tenham pelo menos dois elementos), então este subgrupo normal de G é próprio e não-trivial.
Consequentemente, se G é simples, a relação R+ = R− é universal em D. Conforme mostrado
no Teorema 3.21, um dígrafo transitivo, inﬁnito, conexo e localmente ﬁnito D tem crescimento
exponencial se pelo menos um dos expoentes exp+(D) ou exp−(D) é inﬁnito. Neste momento
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relembramos o seguinte problema da teoria combinatória de grupos (veja [2]), originalmente
proposto por R. I. Grigorchuk.
Problema 4.2. Todo grupo simples, inﬁnito e ﬁnitamente gerado tem crescimento exponencial?
A seguinte proposição nos permite então formular uma conjectura que relaciona intimamente
este problema com relações de alcance.
Proposição 4.17. Se um grupo simples inﬁnito ﬁnitamente gerado G não possui crescimento
exponencial, então para todo conjunto ﬁnito S de geradores de G existe um inteiro ﬁnito ks ≥ 1,
tal que R+ks = R
−
ks
é universal em Cay(G,S).
Demonstração. Seja S um conjunto ﬁnito de geradores de G e seja D = Cay(G,S). Então D
é um dígrafo conexo, inﬁnito e localmente ﬁnito. Como G não tem crescimento exponencial,
segue do Teorema 3.21, que os expoente exp+(D) e exp−(D) são ambos ﬁnitos. Pelo Lema 4.7,
exp+(D) = exp−(D), segue que existe ks ≥ 1 tal que R+ks = R−ks . Pela simplicidade de G, temos




Conjectura 4.1. Seja G um grupo simples, inﬁnito e ﬁnitamente gerado. Então existe um
conjunto ﬁnito de geradores S de G tal que para o dígrafo de Cayley D de G com relação a S
uma das seguintes condições é satisfeita:
(a) Pelo menos um dos expoentes exp+(D) ou exp−(D) é inﬁnito e portanto D tem crescimento
exponencial.
(b) Ambos os expoentes exp+(D) e exp−(D) são ﬁnitos e as relações de alcance R+ e R− não
são universal sobre D.
Suponha que a conjectura seja válida e seja G um grupo simples inﬁnito ﬁnitamente gerado.
Pela conjectura, existe S ⊂ G um conjunto ﬁnito de geradores tais queD = Cay(G,S) satisfaz (a)
ou (b). Se (a) é satisfeita então D tem crescimento exponencial (e portanto, G tem crescimento
exponencial). Agora suponha que (b) seja satisfeita e suponha, por contradição que D não
tenha crescimento exponencial. Então, pela Proposição 4.17, existe k ≥ 1 tal que R+k = R−k
é universal (porque vale para todo Cay(G,S) então vale para todo D). Portanto R+ = R− é
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universal (porque se R+k nos dá todo V D e R
+
k ⊂ R+, então é claro que R+ será universal). Uma
contradição. Segue que D tem crescimento exponencial.
Portanto, se a Conjectura 4.1 é válida então obtemos uma resposta positiva para o Problema
4.2 de Grigorchuk .
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